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Прямое апериодическое управление и его применение
в полупроводниковых преобразователях

ИСХАКОВ А.С., ПОСПЕЛОВ В.Я., СКОВПЕНЬ С.М.

В последнее время возрос интерес к регулято�
рам с нетрадиционной структурой, к которым, в
частности, относятся апериодические регуляторы
[1]. Они позволяют получить переходные процессы
с конечным временем без перерегулирования, что
недостижимо с регуляторами классической струк�
туры. Несмотря на это достоинство, апериодиче�
ские регуляторы практического применения не на�
шли ни в устройствах общего назначения, ни в раз�
работках управляющих алгоритмов для той катего�
рии преобразователей, к динамическим свойствам
которых предъявляются высокие требования.

На первый взгляд, такое положение можно объ�
яснить недостаточной распространённостью метода
апериодического управления в практике инженер�
ных решений. И с этим можно было бы согласить�
ся, однако отсутствие интереса конструкторов�раз�
работчиков к его применению следует объяснять
другой причиной, связанной с недостатком, кото�
рый по сути служит препятствием достижению
предельных динамических показателей и тем са�
мым противоречит цели выбора метода.

В статье обосновывается альтернативный вариант
апериодического управления, в котором устранён от�
меченный недостаток, и дается пример его примене�
ния для полупроводникового преобразователя.

Метод апериодического управления известен
специалистам по теории управления, но в среде
инженеров�разработчиков технических систем раз�
личного назначения он распространён недостаточ�
но. По этой причине в приложении к статье под�
робно рассматривается его известная форма с по�
яснением недостатка, препятствующего примене�
нию в инженерной практике, излагается способ

устранения недостатка и приводится конкретный
пример применения метода.

Прямое изменение спектра матрицы. В основе
апериодического управления — воздействие на
спектр матрицы. Задачи целевого изменения спек�
тра составляют предмет теории управления [2], где
они встречаются под такими названиями, как ме�
тод задания характеристического уравнения, разме�
щение собственных чисел, управление спектром,
модальное управление. Изменение спектра строит�
ся на соотношениях между коэффициентами ха�
рактеристического полинома матрицы и его корня�
ми (формулы Виета). Задание спектра делает эти
коэффициенты известными величинами, и чтобы
коэффициенты характеристического полинома сде�
лать равными им, изменяются элементы матрицы.

Но эта процедура совершается не в исходной
матрице, а в её преобразованной форме, именуе�
мой фробениусовой, содержащей строку из коэф�
фициентов характеристического полинома с точно�
стью до знака. Они изменяются дополнением эле�
ментами, называемыми коэффициентами обратной
связи, что позволяет в итоге сформировать задан�
ный спектр, в данном случае нулевой.

Метод получения желаемого спектра, для кото�
рого авторы сочли возможным использовать выне�
сенное в заголовок определение, не опирается на
фробениусову матрицу. Он позволяет определить
коэффициенты обратной связи с целью получения
желаемого спектра без преобразования перемен�
ных. Это даёт возможность при поиске приемлемо�
го варианта на этапе проектирования моделировать
поведение системы с разными спектрами, далее
выбранный вариант может быть реализован в виде
алгоритма прямого цифрового управления. В рас�
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сматриваемом случае он реализуется для получения
апериодического процесса.

Альтернатива известному варианту апериодиче�
ского управления обусловлена возможностью фор�
мирования желаемого спектра матрицы воздейст�
вием непосредственно на её элементы. Это следует
из прямых соотношений между собственными чис�
лами матрицы и её элементами, известными как
формулы Виета.

Действительно, для матрицы
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показывают возможность замены спектра из собст�
венных чисел s1 и s 2 на желаемые числа l1, l 2
изменением двух элементов в левой части. Вообще
говоря, выбор двух элементов из четырёх обладает
произволом, для определённости будем рассматри�
вать в качестве выбранных элементы первой стро�
ки. При обозначении их неизвестными x1, x2 в
матрице (1)
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формулы Виета (2) становятся системой линейных
алгебраических уравнений
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Её решение
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в матрице (3)
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даёт спектр, равный заданному набору l1, l 2 .
Коэффициенты обратных связей h1 и h2 , рас�

сматриваемые как дополнения к элементам первой
строки и определяемые очевидным образом:
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представляют функции элементов набора l1, l 2 и
второй строки матрицы (3).

Более подробно процедура прямого преобразо�
вания спектра матрицы изложена в [3].

Прямое апериодическое управление. На базе пря�
мого изменения спектра матрицы строится аперио�
дическое управление без преобразования перемен�
ных, также именуемое прямым. Для его достиже�
ния задаётся нулевой спектр, т.е. собственные чис�
ла матрицы l1, l 2 принимаются равными нулю,
поэтому из (4) следует:
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тогда матрица (3) системы
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отличаясь внешне от матрицы (П�24), тоже стано�
вится нильпотентной.

Коэффициенты обратной связи вычисляются по
(5):
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Апериодические процессы реализуются с по�
мощью дополнительных обратных связей по откло�
нениям x xn1 1, - и x xn2 2, - , где x1, x2 – значения
x n1, , x n2, в установившемся режиме. Но этот путь
требует расчёта значений x1 и x2 , избежать кото�
рый можно выбором разностей Dx x xn n n1 1 1 1, , ,= -+ и
Dx x xn n n2 2 1 2, , ,= -+ вместо отклонений. В этом
случае изменяется расчёт коэффициентов дополни�
тельных обратных связей. Обозначив их p1 и p2 ,
запишем систему уравнений
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и приведём её к нормальной форме:
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где c a p a p p11 11 1 21 2 11= - + -( )/( ),
c a p a p p12 12 2 22 2 11= - + -( )/( ).
Для апериодического процесса собственные

числа матрицы должны быть равны нулю, что по�
зволяет записать для её элементов равенства:

c a11 22 0+ = ; c a c a11 22 12 21 0- = ,

из которых следует система
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Решение (7) приводит к искомым коэффициен�
там:
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Новизна изложенного варианта апериодическо�
го управления дискретной системой подтверждена
формально [4]. Применение его рассматривается
на примере конкретного преобразователя постоян�
ного напряжения.

Прямое апериодическое управление понижающим
широтно�импульсным преобразователем. На рис. 1,а
и б показаны схема широтно�импульсного преоб�
разователя с RL�нагрузкой и временные диаграммы
работы. Элементы схемы считаются идеальными.

Дифференциальное уравнение относительно
тока нагрузки i на n�м интервале времени

L
di

dt
Ri

U t t t

t t t
n n

n n
+ =

Î ¢
Î ¢

ì
í
î +

, [ , ];

, [ , ]0 1

имеет решение

i
I C e t t t

C e t t t

n
st

n n

n
st

n n

=
+ Î ¢

Î ¢

ì
í
ï

îï +

1

2 1

, [ , ];

, [ , ],
(9)

где U – напряжение источника; I U R= / ; t nTn = ,
n=0 1 2, , ,...; T f=1/ – интервал дискретности; f –
частота преобразования; ¢ = +t tn n nt , tn – длитель�
ность импульса управления; C n1 и C n2 – постоян�
ные, s R L=- / .

Обозначение i i tn n= ( ) и условие непрерывности
тока в моменты переключений tn и ¢tn , позволяю�
щие выразить C n1 и C n2 через in , приводят к разно�
стному уравнению тока

i bi I b cn n n+ = - -1 ( ), (10)

где b esT= , c en
s T n= -( )t

.

Для пропорциональности между сигналом зада�
ния по току Z и средним значением тока I d приме�
няются разные алгоритмы управления ключом с
интегрированием тока. Здесь используется усред�
нение тока за интервал дискретности
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где k, Тc – постоянные. Подстановка в (11) тока i
из (9) даёт разностное уравнение управления
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Уравнения (10) и (12) представляют нелиней�
ную дискретную модель преобразователя, перемен�
ными которой являются длительность импульса
управления tn и ток in , запишем её в виде системы
нелинейных разностных уравнений:
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Для получения апериодического процесса, ко�
торый, строго говоря, достижим в линейной систе�
ме, уравнения (13) линеаризуются в окрестности
неподвижной точки с координатами t t tn n+ = =1 и
i i in n+ = =1 и представляются в виде уравнения от�
носительно отклонений

x Axn n+ =1 , (14)

где xn – вектор с элементами x n n1, = -t t,
x i in n2, = - ; А – матрица с элементами
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Достоинством метода прямого апериодического
управления является простота реализуемости в тех�
нических приложениях, в частности, в обширном
классе систем с ключевыми элементами, состав�
ляющими базу полупроводниковых преобразовате�
лей электроэнергии. Ключами управляет устройст�
во, содержащее сумматор с несколькими входами
для управляющих сигналов и обратных связей. При
перемене знака суммы входных сигналов компара�
тор на его выходе вызывает переключение.

Закон (11) обеспечивается обратной связью по
току. Получение апериодических процессов осуще�
ствляется с помощью дополнительных обратных
связей по переменным уравнений (13) in и tn , в ка�
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Рис. 1. Упрощённая схема преобразователя (a) и временные
диаграммы его работы (б)



честве которых можно использовать отклонения

i in- и t tn- уравнения (14). Но этот путь, как отме�

чено, требует расчёта значений i и t, избежать его
можно выбором разностей Di i in n n= -+1 и

Dt t tn n n= -+1 вместо отклонений.
Сигнал от дополнительных обратных связей в

виде линейной комбинации разностей переменных

R i h h in n n n( , )D D D Dt t= +1 2

подаётся на один из входов сумматора, что эквива�
лентно суммированию с сигналом задания по току Z.
В результате первое уравнение (13) дополнится

соответствующим слагаемым и приобретёт неяв�
ный вид:
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а линеаризованное уравнение (15)
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отличается от первого уравнения (6) только мно�
жителем 1/k при коэффициентах h1 и h2 . Поэтому
для их расчёта можно использовать выражения (8),
что в итоге позволяет получить окончательные за�
висимости коэффициентов дополнительных обрат�
ных связей от элементов матрицы:
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Подстановка в (16) коэффициентов из (20) даёт
выражения:
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где d es T= +( )t .
Часть физических параметров системы в про�

цессе работы может изменяться, например, дли�
тельность t в соответствии с (11) для установивше�
гося режима определяется равенством

I ZTct= . (18)

Если считать, что в системе может изменяться
только сигнал задания Z, то зависимости (17) с
учётом (18) можно представить как функции
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Запишем функциональную зависимость для
второго коэффициента (19) в относительных еди�
ницах:
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где s sT*= ; T T Tc c
* /= ; Z ZT Ic

* * /= . Графики зави�

симости (20) для различных значений s* при

Tc
*=10 показаны на рис. 2.

Реализация зависимостей (19) на программном
уровне или выполненная аппаратно в запоминаю�
щем устройстве означает, что регулирование тока
I d изменением сигнала управления Z одновремен�
но изменяет и коэффициент h2 . Тем самым выпол�
няется функция автоматической настройки систе�
мы на достижение сходимости переходного про�
цесса в окрестности неподвижной точки за два
шага.

Моделирование процессов. Эффективность мето�
да при больших отклонениях оценивалась сопос�
тавлением решений в относительных единицах:
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где x Tn n1, /=t ; x i In n2, /= ; T kc =1 — с настройкой
на получение апериодического процесса и без неё.

«ЭЛЕКТРИЧЕСТВО»№ 4/2018 Прямое апериодическое управление и его применение 45

Рис. 2. Зависимость h Z2( )* при Tc
*=10
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Моделировались режимы больших отклонений,
вызванные пуском и изменением нагрузки с
учётом принудительного ограничения длительно�
сти управляющего импульса t в соответствии с вы�
ражением t t tmin max£ £ , где значения tmin и
tmax в относительных единицах принимались рав�
ными 0,05 и 0,95 соответственно.

Для решения системы (21) была разработана
программа в среде MATLAB. Пересчёт коэффици�
ентов h1 и h2 выполнялся на каждом шаге вычис�
лительного процесса. Один шаг соответствует од�
ному периоду (такту) работы преобразователя.

Результаты моделирования представлены гра�
фически в виде кривых решения системы (21), со�
ответствующих переходным процессам при пуске с
номинальной нагрузкой (рис. 3) и при набросе на�
грузки (рис. 4). Кривые для системы с настройкой
на апериодический процесс изображены штрихо�
вой линией.

Анализ результатов показывает, что при боль�
ших отклонениях от положения равновесия пере�
ходные процессы в системе с настройкой заверша�

ются за несколько тактов работы преобразователя,
т.е. со скоростью, близкой к максимальной. В сис�
теме без настройки переходные процессы затягива�
ются и принимают колебательный характер, что в
большинстве реальных применений недопустимо.

Степень отклонения от положения равновесия
влияет на скорость сходимости решения, а следо�
вательно, и на время переходного процесса. При
малых отклонениях решение сходится с макси�
мальной скоростью, т.е. за два шага.

Сравнение динамических характеристик пока�
зывает следующее. В обоих режимах (пуск и наброс
нагрузки) перерегулирование в системе без на�
стройки в несколько раз больше, чем в настроен�
ной системе. Переходный процесс при пуске в не�
настроенной системе завершается за 18 тактов, а
при набросе нагрузки – примерно за 80 тактов. В
настроенной системе аналогичные процессы завер�
шаются за 6 и 2 такта соответственно.

Несмотря на линейный характер дополнитель�
ной обратной связи, её введение позволяет не
только приблизить динамические показатели сис�
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Рис. 3. Графики для пускового режима: а — координата управ�
ления x n1, ; б — выходная координата x n2,
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Рис. 4. Графики для режима наброса нагрузки: а — координата
управления x n1, ; б — выходная координата x n2,
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темы к экстремальным значениям, но и обеспечить
устойчивую работу преобразователя при больших
отклонениях.

Подводя итоги вышеизложенного, можно отме�
тить следующее:

управление линейной системой второго порядка
с формированием комбинации разностей перемен�
ных позволяет достичь сходимости переходного
процесса в неподвижную точку за два шага, для чего
матрица уравнения должна быть нильпотентной;

управление системой, характеризуемой нели�
нейным разностным уравнением, на основе выбора
коэффициентов связей для линеаризованной моде�
ли даёт тот же эффект – процесс сходимости к не�
подвижной точке в её окрестности происходит
практически за минимальное число шагов;

метод управления системой с ключевыми эле�
ментами с приведением матрицы к нильпотентной
форме может служить основой для создания регу�
ляторов, формирующих переходные процессы,
протекающие с практически максимальным быст�
родействием, которое сохраняется при регулирова�
нии и возмущениях параметров;

в описанной системе сочетаются высокая стати�
ческая точность и практически предельные дина�
мические свойства в любой точке диапазона регу�
лирования. Системы прямого апериодического
управления преобразователями можно рекомендо�
вать для быстрого и точного управления током;

в статье описан метод апериодического управ�
ления и выполнено математическое моделирование
преобразователя напряжения с апериодическим ре�
гулятором. Способы практической реализации
предложенного метода управления и апериодиче�
ского регулятора требуют отдельного рассмотре�
ния.

П р и л о ж е н и е . Апериодическое управление
системой 1�го порядка. Идея апериодического
управления поясняется на примере самой простой
дискретной системы, описываемой разностным
уравнением 1�го порядка

x ax un n n+ + + =1 0, (П�1)

где xn – дискретная переменная; n=0 1 2, , ,..., …, а –
коэффициент; un – управляющее воздействие.

Решение уравнения (П�1) для неуправляемой
системы

x Cn
n= l , (П�2)

где С – произвольная постоянная; l – корень ха�
рактеристического уравнения

l- =a 0 (П�3)

имеет наглядное графическое оформление на
рис. 5, где прямые ах построены для двух значений
коэффициента а. Задавая начальное значение

x n xn ( )= =0 0, получаем следующее x1, как показано
на рисунке стрелками.

Уменьшение коэффициента a за счёт управле�
ния un приводит к уменьшению угла наклона пря�
мой ах и сокращению числа ступенек, т.е. числа
шагов, ведущих в начало координат, что означает
уменьшение времени перехода из x0 в нулевое со�
стояние. Нетрудно видеть, что при a=0 прямая ах
совпадёт с осью х, тогда при любом x0 следующее
значение x1 будет равным нулю, т.е. переход про�
изойдёт за один шаг.

Это и есть апериодический процесс в системе
1�го порядка, его условием являются эквивалент�
ные равенства

a=0 или l=0. (П�4)

Они достигаются с помощью обратной связи

u hxn n= , (П�5)

с которой уравнение системы приобретает вид

x a h xn n+ + + =1 0( ) . (П�6)

Нетрудно видеть, как нужно выбрать коэффи�
циент обратной связи h для апериодического про�
цесса; он должен удовлетворять условию

h a=- . (П�7)
Выражение (П�7) является решением задачи

синтеза апериодического управления в самой про�
стой системе. В общем виде она формулируется
как определение коэффициентов обратной связи в
функции коэффициентов уравнений, с которыми
система переходит из одного установившегося со�
стояния в другое за конечное число шагов, не пре�
вышающее порядка уравнения.

Приведённый пример при всей его очевидности
не позволяет выявить недостаток, с которым
придётся столкнуться при реализации апериодиче�
ского управления системами более высокого по�
рядка.

Апериодическое управление системой 2�го поряд�
ка. Системы описываются соотношением «вход–
выход»

x a x a x un n n n+ += + + =2 1 1 2 0 (П�8)
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Рис. 5. Графическая иллюстрация решения равнения П�1



или в пространстве состояний двумя уравнениями
1�го порядка:

x a x a x u

x a x a x

n n n n

n n n

1 1 11 1 12 2 1

2 1 21 1 22 2

, , , ,

, , ,

;+

+

= + +

= + +u n2, ,
(П�9)

которые обычно записываются в векторно�матрич�
ной форме:

x Ax un n n+ = +1 , (П�10)

где x x xn n n
T=( , ), ,1 2 , u u un n n

T=( , ), ,1 2 – векторы со�

стояния и управления соответственно;

A
a a

a a
=
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

11 12

21 22
– матрица коэффициентов.

Апериодическое управление системой при описа�
нии через соотношение «вход–выход». Решение (П�8)
для неуправляемой системы, т.е. при un =0:

x C Cn
n n= +1 1 2 2l l , (П�11)

где C1, C2– произвольные постоянные; l1, l 2 –
корни характеристического уравнения

l l2
1 2 0+ + =a a . (П�12)

Переменная xn достигает нуля с произвольны�
ми начальными значениями x0 и x1 за минималь�
ное число шагов, в данном случае двух, при выпол�
нении таких же, как и для системы 1�го порядка,
условий

a1 0= , a2 0= или l1 0= , l 2 0= . (П�13)

Условия (П�13) реализуются обратными связя�
ми по переменным xn и xn+1

u h x h xn n n= + +1 2 1, (П�14)

которые приводят уравнение (П�8) к виду:
x a h x a h xn n n+ ++ + + + =2 1 1 1 2 2 0( ) ( ) . (П�15)

Здесь также очевиден выбор коэффициентов
обратных связей h1, h2 для достижения апериоди�
ческого процесса:

h a1 1=- , h a2 2=- , (П�16)

при этом характеристическое уравнение (П�12)

l2 0=

получает нулевые корни.
Апериодическое управление в пространстве со�

стояний. Математически техническая система опи�
сывается с помощью фундаментальных законов в
форме дифференциальных уравнений. Использу�
ются переменные с физическим смыслом, характе�
ризующие накопители энергии – скорость движу�
щейся массы, ток соленоида, напряжение конден�

сатора и подобные, получаемые с помощью датчи�
ков.

Далее на основе решения уравнений и выраже�
ний, описывающих функционирование конкрет�
ных устройств, в частности систем с вентилями,
получают математическую модель системы в форме
нелинейных разностных уравнений. Линеаризация
уравнений в малой окрестности положения равно�
весия приводит к уравнениям в форме (П�10).

Коэффициенты полинома (П�12) в описании
(П�9) отсутствуют, но они связаны с элементами
матрицы (П�10) соотношениями:

a a a

a a a a a
1 11 22

2 11 22 12 21

=- +
= -

( );

.
(П�17)

Их присутствие в матрице можно получить с
помощью неособой матрицы Q преобразованием
переменных

y y y Qn n n
T

xn
= =( , ), ,1 2 (П�18)

так, чтобы уравнение относительно нового вектора
yn

y Qx QAx QAQ y Fyn n n n n+ +
-= = = =1 1
1 (П�19)

получило матрицу F специальной формы, называе�
мую фробениусовой. Её особенностью является на�
личие строки с коэффициентами a1, a2 с точно�
стью до знака:

F
a a

=
æ
è
ç ö

ø
÷1 2

1 0
. (П�20)

Обратная связь по переменным вектора yn

u u h y h yn n n n= = +1 1 1 2 2, , , (П�21)

при воздействии на вход 1 приводит уравнение
(П�19) к виду:

y
a h a h

Fyn n+ =
+ +æ

è
ç ö

ø
÷

1
1 1 2 2
1 0

. (П�22)

Теперь расчёт коэффициентов обратной связи
h1, h2 повторяет их выбор по условиям (П�16). По�
лученное в итоге уравнение

y Nyn n+ =1 (П�23)

имеет матрицу

N =
æ
è
ç ö

ø
÷0 0

1 0
(П�24)

с нулевыми собственными числами, называемую
нильпотентной.

Недостатком метода является необходимость
преобразования переменных в соответствии с
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(П�19). Кроме того, необходимо совершить и об�
ратное преобразование, так как на вход должна по�
ступать комбинация физических переменных. Их
схемное выполнение влечёт дополнительные аппа�
ратные затраты, а программный путь требует затрат
времени на расчёты. Если они превышают период
повторяемости процессов, составляющий для со�
временных преобразователей с рабочими частотами
в сотни килогерц микросекундные значения, воз�
никает транспортное запаздывание, снижающее
динамические показатели системы, что в итоге
противоречит самой цели применения метода апе�
риодического управления.

В общем виде этот недостаток присущ методу
изменения спектра матрицы с приведением к фор�
ме Фробениуса. Но сформировать в матрице задан�
ный спектр, как это следует из формул Виета, мож�
но без преобразования. Изменение непосредствен�
но элементов матрицы также позволяет получить
заданный спектр, в том числе и нулевой. Это поло�
жение легло в основу предложенного варианта апе�
риодического управления.
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The article proposes an alternative version for aperiodic control of semiconductor converters that
ensures high static accuracy and almost the ultimately possible dynamic properties at any point of the
adjustment range. The above�mentioned result is achieved by using direct aperiodic control, which shapes
the desired spectrum of the system matrix without transforming the variables. A pulse�width voltage
converter fitted with an aperiodic controller was numerically simulated, the results of which have confirmed
a positive effect from using direct aperiodic control, which allows better dynamic characteristics of the
converter to be obtained and its stable operation to be secured. The advantage of the direct aperiodic
control method lies in the simplicity of implementing it in technical applications, including a wide class of
systems involving switch elements, which constitute the basis of semiconductor electric power converters.
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