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Исследование пульсаций электромагнитного момента синхронных
машин с постоянными магнитами с целым и дробным значениями q

БЕСПАЛОВ В.Я., КОВАРСКИЙМ.Е., СИДОРОВ А.О.

Использованию синхронных машин с постоян�
ными магнитами (СМПМ) в регулируемом элек�
троприводе во многом способствует применение в
конструкции магнитной системы индуктора маши�
ны редкоземельных магнитов, обладающих высо�
кой удельной электромагнитной энергией. Это по�
зволяет сократить габариты электрической маши�
ны и электропривода в целом, а также исключить
потери на возбуждение. Успешным оказалось так�
же использование СМПМ в области малошумного
электропривода. Отсутствие зубчатости индуктора
и малый состав высших гармоник МДС магнитов
позволили значительно уменьшить электромагнит�
ные источники шума и вибрации.

В конструкции СМПМ находит применение об�
мотка с дробным числом пазов на полюс и фазу q.
Изначально использование таких обмоток в круп�
ных тихоходных синхронных машинах с электро�
магнитным возбуждением позволило уменьшить их
габариты за счет создания многополюсного поля
при ограниченном числе зубцов статора [1]. В ма�
шинах малой и средней мощности дробное значе�
ние q позволило существенно уменьшить амплиту�
ды зубцовых гармоник, значительно увеличив их
порядок [2].

Недостаток использования подобных обмоток –
возникновение электромагнитных колебаний низ�
кого порядка, что может негативно сказаться на
виброакустических показателях машины. Во мно�

гом из�за этого вопрос использования дробного q
до сих пор является дискуссионным. Множество
работ по исследованию свойств и характеристик
электрических машин с дробным q (зубцовые дроб�
ные обмотки с q<1) принадлежит коллективу ка�
федры электромеханики Новосибирского электро�
технического института (НЭТИ) [3, 4]. Особенность
конструкции подобных машин в том, что число па�
зов статора незначительно отличается от числа по�
люсов ротора (обычно на 2–4 полюса). При этом,
поскольку длина лобовых частей такой обмотки
приблизительно равна зубцовому делению, приме�
нение зубцовых дробных обмоток позволяет сокра�
тить расход меди, вследствие чего повышается КПД
машины. Однако в области малошумного электро�
привода находят применение конструкции синхрон�
ных машин с постоянными магнитами, в которых
число пазов существенно превышает число полю�
сов, а значение q>1 [5]. При этом вопрос уменьше�
ния электромагнитных источников вибровозмущаю�
щих сил выходит на первый план.

Работ, в которых сравнивались бы электриче�
ские машины с целым и дробным значениями q,
практически не встречается. В [6] проводится срав�
нение моментов (электромагнитного и реактивно�
го) вентильных электрических машин с целым и
дробным q. Однако исследования проводились
лишь для двух значений q, а влияние конструктив�
ных параметров не рассматривалось.

Рассматривается синхронная машина с постоянными магнитами при различных значениях чис�
ла пазов на полюс и фазу, рассчитывается электромагнитный момент машины в режимах холо�
стого хода и нагрузки. Сравниваются пульсации электромагнитного момента в случаях целого и
дробного значения числа пазов на полюс и фазу при изменении чисел пазов статора и полюсов и со�
хранении формы пазов и геометрических размеров электрической машины. В режиме холостого
хода пульсации момента обусловлены взаимодействием МДС магнитов и проводимости воздушного
зазора. В режиме нагрузки пульсации электромагнитного момента обусловлены взаимодействием
высших гармоник. При этом в гармоническом ряду дробного q содержится меньше составляющих,
поэтому эффект пульсаций практически не проявляется. При выборе значений q для уменьшения
пульсаций электромагнитного момента предпочтительным является использование его дробного
значения. При применении зубцовой обмотки (q<1) в некоторых случаях могут возникать повы�
шенные значения амплитуды пульсации момента. Для их устранения необходимо предусматривать
изменения: ширины раскрытия паза, коэффициента полюсного перекрытия, размера воздушного
зазора и др.

К л ю ч е в ы е с л о в а: синхронная машина с постоянными магнитами, значение числа пазов
на полюс и фазу, пульсации электромагнитного момента, режим холостого хода, режим нагрузки



Целью настоящей работы является исследова�
ние пульсаций электромагнитного момента син�
хронной машины с постоянными магнитами в слу�
чаях целого и дробного q, сравнение данного пока�
зателя в различных режимах работы. Зубцовые
пульсации момента возникают в электрической ма�
шине вследствие взаимодействия гармоник МДС
магнитов и гармоник проводимости воздушного за�
зора. Такой эффект могут вызвать так называемые
«залипания» электрической машины при отсутст�
вии тока в обмотке статора. Кроме того, в СПМП
возможно также возникновение пульсаций элек�
тромагнитного момента при взаимодействии гар�
моник МДС статора и ротора, вызывающие допол�
нительные потери, а также являющиеся источни�
ком повышенного шума и вибрации.

Метод исследования и расчетная модель. При
анализе электромагнитного поля электрической
машины широкое распространение получили чис�
ленные методы, которые позволяют с высокой сте�
пенью точности рассчитывать полную модель элек�
трической машины с минимальным числом допу�
щений. Этому способствует развитие вычислитель�
ных систем, предоставляющих возможность прово�
дить множество итераций вычисления искомых ве�
личин за короткое время. Основным методом рас�
чета выбран метод конечных элементов с исполь�
зованием энергетического функционала для реше�
ния вариационной задачи.

Среди множества программ по расчетам элек�
тромагнитного поля электрических машин выделим
программу FEMM, которая при малых ресурсных и
временных затратах позволяет рассчитывать двумер�
ные (плоскопараллельные и осесимметричные) ста�
ционарные электромагнитные поля методом конеч�
ных элементов и находится в свободном доступе в
сети Internet [7]. Помимо указанных преимуществ в
программе FEMM существует возможность автома�
тизации процессов построения и расчетов модели
посредством встроенного языка программирования
lua. Таким образом, c помощью программы можно
непрерывно рассчитывать целую группу электромаг�
нитных полей при изменении геометрии, материа�
лов и угловых положений ротора.

В качестве объекта исследования рассматрива�
ется специально спроектированная СМПМ, прото�
типом которой является асинхронный двигатель
АДА71B6 [8]. Ротор выполнен по типу «звездочка»
с поверхностной установкой постоянных магнитов.
Подобная конструкция индуктора является одной
из наиболее простых и позволяет снизить потоки
рассеяния магнитов. Номинальные и конструктив�
ные данные СМПМ следующие
номинальная мощность, Вт 600

число полюсов 10

ток, А 1,6

частота, Гц 50

внешний диаметр статора, мм 117

внутрений диаметр статора, мм 78

внешний диаметр ротора, мм 72

диаметр вала, мм 25

число пазов статора 36

число фаз 3

длина пакета статора/ротора, мм 90

Моделирование электромагнитных полей вы�
полнено в программе FEMM. На рис. 1 представ�
лено поперечное сечение рассматриваемой
СМПМ. На внешней границе расчетной модели за�
даны граничные условия Дирихле. Нелинейность
магнитных свойств учитывается заданием кривой
зависимости индукции от напряженности. В дан�
ном случае в качестве материала магнитопровода
использовалась электротехническая сталь 2412.

Исходя из определения

q
Z

pm
= 1

2
, (1)

где Z1 – число пазов статора; p – число полюсов; m
– число фаз, следует, что сравнение трехфазных
машин с различным q при одинаковых габаритных
размерах и с неизменной формой пазов статора
можно провести двумя способами: либо варьирова�
нием числа пазов на статоре, либо изменением
числа полюсов электрической машины. Базовый
вариант СМПМ содержит 36 пазов, т.е. q=6 5/ .
При изменении числа пазов статора можно рас�
сматривать лишь один вариант электрической ма�
шины с целым q, поскольку увеличение числа па�
зов приведет к насыщению зубцов статора. Поэто�
му рассмотрен также и вариант с изменением чис�
ла полюсов ротора.

Результаты исследований влияния скоса пазов
на размер пульсаций момента показал, что при вы�
полнении скоса пазов ротора на одно зубцовое де�
ление (оптимальное значение) амплитуда пульса�
ций момента уменьшается более чем на 50%, одна�
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Рис. 1. Поперечное сечение СМПМ



ко их уровни остаются значительными [6]. Поэто�
му скос пазов здесь не рассматривается.

Момент СМПМ рассчитывается с помощью
максвелловских сил магнитного натяжения:

M rT iSn=ò ; (2)
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где r – радиус�вектор рассматриваемой точки; Tn –

тензор натяжений; S – площадь поверхности дей�
ствия Tn ; B – вектор индукции в рассматриваемой

точке поля; Bn – нормальная составляющая индук�
ции; n – нормальный орт к стороне поверхности
действия Tn ; m – относительная магнитная прони�
цаемость среды; m0 – магнитная проницаемость
воздуха.

Для моделирования вращения ротора и последую�
щего расчета пульсаций момента СМПМ были созда�
ны скрипты на языке программирования lua (см. при�
ложение), которые позволили осуществить дискрет�
ный поворот ротора и при этом в случае необходимо�
сти изменять свойства электрической машины.

Холостой ход. В режиме холостого хода пульса�
ции момента обусловлены взаимодействием гармо�
ник МДС магнитов и гармоник переменной маг�
нитной проводимости вследствие зубчатости стато�
ра. Для представления данного режима зададимся
нулевыми значениями тока в обмотке статора.

Аналитически зависимость электромагнитного
момента от углового положения ротора можно
представить выражением [9]:
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В (4) нем первое слагаемое обусловлено взаимо�
действием отдельных гармоник МДС и проводимо�
сти воздушного зазора. Вторая составляющая появ�
ляется при взаимодействии гармоник проводимо�
сти воздушного зазора с комбинационными гармо�
никами МДС магнитов. Эти слагаемые не равны
нулю при выполнении условий:

для первого слагаемого
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p
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2
; (5)

для второго слагаемого
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2
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На рис. 2 представлены результаты расчетов
электромагнитного момента СМПМ в режиме хо�
лостого хода для различных значений Z1 при со�
хранении формы пазов и геометрических размеров
электрической машины. Частота дискретизации
положения ротора составила 1°. Максимальный
рассматриваемый угол поворота ротора принят
равным значению двойного полюсного деления и
составил 72°. Отметим, что при определенных зна�
чениях q пульсации момента имеют достаточно вы�
сокие амплитуды, при других значениях пульсаций
практически не наблюдается.

Для анализа и наглядного представления раз�
ницы величин пульсаций СМПМ при различных q
представим результаты расчета момента в зависи�
мости от числа зубцов статора (рис. 3). Как видно
из рисунка, пиковые значения момента наблюда�
ются для Z1=10, 20, 30. При остальных значениях
Z1 момент практически отсутствует. Таким обра�
зом, существенные значения момента возникают
при

Z v pk1 2= , (7)

т.е. в конкретных случаях гармоники МДС магни�
тов взаимодействуют с зубцовыми гармониками
статора, порядок которых равен Z v1 . При этом во
всех случаях, соответствующих выражению (7),
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Рис. 2. Пульсации электромагнитного момента при холостом
ходе: 1 – Z1= 10(1/3); 2 – Z1= 20(2/3); 3 – Z1= 28(14/15); 4 –
Z1= 30(1); 5 – Z1= 32(16/150); 6 – Z1= 36(6/50)

Рис. 3. Электромагнитный момент при холостом ходе
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имеет место дробное значение q. Отметим, что при
сравнении выражений (1) и (7) в случае q>1 пуль�
сации момента всегда будут приобретать мини�
мальные значения, действительно:

Z mq mk Z vm1 12 2= = ¹ . (8)

Аналогичный результат получается и при варьи�
ровании числа полюсов при неизменном числе па�
зов статора. Для проведения эксперимента по оп�
ределению пульсации момента при изменении чис�
ла полюсов СМПМ в качестве критерия подобия
возьмем значение полюсной дуги t. Во всех рас�
сматриваемых вариантах t=0,81.

В табл. 1 дан набор рассматриваемых значений
q и представлены соответствующие им пульсации
электромагнитного момента. Размер пульсаций
оценивался по амплитудному значению DM . За�
черкнутые цифры соответствуют вариантам ис�
пользования несимметричной обмотки и в рамках
данной работы не рассматриваются.

При возрастании числа полюсов амплитуда
пульсаций момента увеличивается, поскольку чис�
ло полюсов становится все более соизмеримым с
числом зубцов статора, т.е. порядок гармоник МДС
приближается к порядкам зубцовых гармоник про�
водимости воздушного зазора. Выделенные в табл.
1 значения, соответствующие целым q, имеют срав�
нительно большие значения в сравнении со слу�
чаями дробного q, что подтверждает выводы, полу�
ченные для вариантов при 2 p=10. Исключением
является лишь вариант СМПМ с 2 2p= , в котором
амплитуды пульсаций имеют низкие значения
из�за значительной разницы числа полюсов и па�
зов и, как следствие, порядков взаимодействующих
гармоник.

Таким образом, можно подобрать определенные
соотношения чисел пазов статора и полюсов на ро�
торе (что в случае трехфазной обмотки будет соот�
ветствовать определенному значению q), изменив
тем самым состав взаимодействующих гармоник
МДС и проводимости воздушного зазора.

Режим нагрузки. В режиме нагрузки обмотка
статора подключается к источнику питания с час�
тотой 50 Гц, при этом в обмотке – номинальное

значение тока. Для моделирования данного про�
цесса зададимся плотностью тока в пазу:

J
I w

S
=

2 ф п

п
, (9)

где Iф – ток в фазе; wп – число витков в пазу; Sп
– площадь паза статора.

Трехфазная система токов обмотки:
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В этом случае сделано предположение, что сис�
тема питания СМПМ симметрична, а действием
временных гармоник можно пренебречь.

Для согласования результирующей МДС и по�
ложения ротора предварительно выполним пово�
рот при максимальном значении одной из фаз, на�
пример i IA m= , i IB m= /2, i IC m= /2. Таким обра�
зом находим первоначальное положение ротора.
Электромагнитный момент также вычисляется не�
прерывно при различных положениях ротора с по�
мощью скрипта lua.

Рассмотрим числа пазов на полюс и фазу сим�
метричных обмоток трехфазного тока с заполнени�
ем всех пазов. Такому критерию для числа пар по�
люсов p=5 соответствуют значения Z1=18, 24, 30,
36 [2]. Выполнить большие значения числа пазов
не представляется возможным из�за технологиче�
ских трудностей изготовления зубцов и их насыще�
ния в процессе работы машины в номинальном ре�
жиме.

Сравнение пульсаций электромагнитного мо�
мента для двух моделей оценивалось с помощью
коэффициента пульсаций:

K
M M

Mп
cp

=
-max min

2
,

где Mmax и Mmin – максимальное и минимальное
значения пульсаций электромагнитного момента;
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Таблица 1

2p
Z1 18= Z1 24= Z1 30= Z1 36=

q DM q DM q DM q DM

2 3 0,027 4 0,055 5 0,026 6 0,029

4 3/2 0,056 2 0,138 5/2 0,035 3 0,072

6 1 0,222 4/3 0,055 5/3 0,216 2 0,148

8 3/4 0,072 1 0,196 5/4 0,045 3/2 0,07

10 3/5 0,084 4/5 0,029 1 0,146 6/5 0,014



M cp – среднее значение электромагнитного мо�
мента.

Результаты расчетов электромагнитного момен�
та при различном q представлены на рис. 4. Как
видно из рисунка, СМПМ с целым q создает пуль�
сации электромагнитного момента, амплитуда ко�
торых превышает 5%. Причину возникновения
этих пульсаций можно найти, разложив кривую
индукции в воздушном зазоре в гармонический ряд
Фурье (рис. 5).

Как видно из рис. 4, машина с целым значени�
ем q создает множество гармоник нечетного поряд�
ка в отличие от случаев дробного q, ряды которых
содержат лишь составляющие зубцового порядка, а
также третью гармонику, которая устраняется со�
единением обмотки статора по схеме «звезда».

При рассмотрении рис. 4 можно заметить, что
на двойном полюсном делении содержится 6 пе�
риодов пульсаций. При этом в гармоническом ряду
индукции в случае целого q присутствуют состав�
ляющие 5�й и 7�й гармоник. Гармоники МДС маг�
нитов содержат 5�ю гармонику, которая при взаи�
модействии с гармониками того же порядка стато�
ра создает дополнительный момент; он и является
преобладающим в пульсациях.

В табл. 2 приведены значения коэффициента
пульсаций при изменении числа пазов статора и
числа полюсов для симметричных обмоток. Для
случаев 2 6p= при Z1=24, Z1=30 выполнить сим�
метричную обмотку не удается, поскольку одним
из условий симметрии обмотки является отноше�
ние d m/ – дробное число, где d – знаменатель q; m
– число фаз.

Из табл. 2 видно, что при дробном q для всех
случаев K п не превышает 2, при том что для цело�
го q минимальное значение K п составляет 2,17. Та�
ким образом, с точки зрения уменьшения пульса�
ций электромагнитного момента предпочтитель�
ным является использование дробного q.

Отметим также, что в режиме холостого хода,
как и в режиме нагрузки, амплитуда пульсаций
электромагнитного момента больше для случая
q<1. В случае q>1 c ростом q происходит возраста�
ние амплитуды DM, а с ней и K п .
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Рис. 4. Пульсации электромагнитного момента при нагрузке: 1
– q = 6/5; 2 – q = 1
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Таблица 2

2 p
Z1 18= Z1 24= Z1 30= Z1 36=

q K п q K п q K п q K п

2 3 2,31 4 3,2 5 3,45 6 4,38

4 3/2 1,35 2 1,98 5/2 1,98 3 2,28

6 1 4,04 – – – – 2 2,17

8 3/4 0,86 1 3,21 5/4 0,63 3/2 0,67

10 3/5 1,36 4/5 0,87 1 3,8 6/5 0,77
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Рис. 5. Гармоники индукции в воздушном зазоре СПМП: а –
q = 3/5; б – q = 6/5; в – q = 1



Для уменьшения пульсаций момента в [10]
предлагается увеличивать число пазов на статоре,
т.е. на коронках зубцов выполнять специальные
канавки, разделяющие коронку зубца на опреде�
ленное число частей. Но, как видно из табл. 2, для
определенного числа полюсов, например для
2 10p= , увеличение числа зубцов позволяет не�
сколько сократить пульсации, не устраняя их пол�
ностью.
П р и л о ж е н и е . Скрипты lua для вычисле�

ния пульсаций электромагнитного момента
– Пульсации момента на холостом ходу
showconsole()
print(«Начало вычислений»);
rotor = 1 – Группа элементов ротора
p = 5 – Число пар полюсов ротора
a = 0 – Начальный угол (при t=0)
a_step = 1 – Шаг (пр. градусов)
a_end = 72 – Конечный угол (пр. градусов)
while a <= a_end do – Начало цикла
mi_analyze(0) – Решаем задачу, открываем ре�

шение
mi_loadsolution()
mo_groupselectblock(1)
mo_blockintegral(22)
print(mo_blockintegral(22)) –Измеряем момент
mo_close()
mi_selectgroup(rotor) – Вращаем ротор
mi_moverotate(0,0,�a_step,4)
a = a + a_step
end – Конец цикла
print(«Конец вычислений»);

– Пульсации момента в режиме нагрузки
showconsole()
print(«Начало вычислений»);
rotor = 1 – Группа элементов ротора
p = 5 – Число пар полюсов ротора
a = 0 – Начальный угол (при t=0)
a_step = 1– Шаг (пр. градусов)
a_end = 72 – Конечный угол (пр. градусов)
while a <= a_end do – Начало цикла
mi_analyze(0) – Решаем задачу, открываем ре�

шение
mi_loadsolution()
mo_groupselectblock(1)
mo_blockintegral(22)
print(mo_blockintegral(22)) –Измеряем момент
mo_close()– Вращаем ротор
mi_selectgroup(rotor)
mi_moverotate(0,0,�a_step,4)
mi_modifymaterial(«A»,4,3.8*sin(a*p+90)) – Ме�

няем плотность тока в обмотке
mi_modifymaterial(«X»,4,3.8*sin(a*p�90))
mi_modifymaterial(«B»,4,3.8*sin(a*p�30))

mi_modifymaterial(«Y»,4,3.8*sin(a*p+150))
mi_modifymaterial(«C»,4,3.8*sin(a*p+210))
mi_modifymaterial(«Z»,4,3.8*sin(a*p+30))
a = a + a_step – Конец цикла
end
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Studying the Electromagnetic Torque Pulsations in Permanent Magnet
Synchronous Machines with Integer and Fractional q Numbers
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A permanent magnet synchronous machine with different numbers of slots per pole and phase is
considered, and the machine electromagnetic torque is calculated in its idle and loaded operating modes.
The electromagnetic torque pulsation levels are compared for a machine having an integer and a fractional
number of slots per pole and phase for different numbers of the stator slots and poles with retaining the slot
shape and the electrical machine geometrical sizes. The torque pulsations arising in the idle operation mode
result from interaction between the permanent magnet MMF and the air gap permeance. In the loaded
operation mode, the electromagnetic torque pulsations result from interaction of higher harmonic
components. The harmonic series of a machine with a fractional q contains a fewer number of components,
due to which the pulsations almost do not manifest themselves. In selecting the values of q for decreasing
the electromagnetic torque pulsations, its fractional value is preferred. In case of using a tooth winding (q <
1), increased torque pulsation amplitudes may arise under certain conditions. To eliminate these
pulsations, it is recommended to change the slot opening width, pole overlap ratio, air gap width, etc.

K e y w o r d s : permanent magnet synchronous machine, number of slots per pole and phase,
electromagnetic torque pulsations, idle operating mode, loaded operating mode


