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Исследование позиционной модели энергетической системы

ДАВЫДОВ В.В., АЮЕВ Б.И., ЕРОХИНП.М., ПРУДОВМ.А.

Развитие теории и практики расчетов и анализа
статической устойчивости привели к тому, что
обычно для определения предельных по статиче�
ской апериодической устойчивости режимов (ПР)
ЭС используются модели потокораспределения с
шиной неограниченной мощности и принимается,
что при определенных условиях свободный член
характеристического уравнения малых колебаний
изменяет свой знак одновременно с якобианом по�
токораспределения [1–3]. Однако особенностью
таких моделей является зависимость ПР от место�
положения балансирующего узла (БУ) [4]. Хотя для
выбора БУ имеются определенные рекомендации,
например, в качестве такого узла выбирается наи�
более мощная генерирующая система либо элек�
тростанция, такие рекомендации не могут во всех
случаях гарантировать адекватный выбор БУ для
определения реальных коэффициентов запаса ста�
тической устойчивости. Поэтому вызывает интерес
определение ПР без явного назначения и исполь�
зования БУ. В этом случае исследуемая модель бу�
дет в некоторой степени соответствовать так назы�
ваемой позиционной модели ЭС.

Следует отметить, что позиционная модель на�
шла довольно широкое применение при решении
задач статической устойчивости ЭС [5–6]. За рубе�
жом [7] позиционная модель именуется классиче�
ской. Однако в 70�х годах прошлого столетия были
высказаны сомнения о правомерности использова�
ния позиционной модели для расчетов статической

устойчивости ЭС [8], причем основными аргумен�
тами были следующие. Во�первых, в отличие от
критериев классической механики критерий ПР
позиционной модели, известный как критерий
Вагнера–Эванса, содержит постоянные инерции
машин. Во�вторых, «центр» инерции позиционной
модели не находится в состоянии покоя или равно�
мерного движения, как в механической системе, а
подвержен незатухающим колебаниям. В�третьих,
если линеаризованная позиционная модель испы�
тывает внешние возмущения моментов или мощ�
ностей, удовлетворяющих условию «равновесия»,
т.е. их алгебраическая сумма равна нулю, то «… по�
зиционная система движется с постоянным ускоре�
нием за счет одних внутренних упругих деформа�
ций без подвода энергии извне (самодвижение,
свойственное perpetuum mobile)» [9]. Отсюда сде�
лан вывод, что позиционная модель противоречит
закону сохранения энергии и физике упругих коле�
баний. Хотя рядом авторов ([9–13] и др.) были
представлены довольно убедительные доводы несо�
стоятельности критики позиционной модели, ини�
циатор критики в последующей работе [14] вновь
поставил вопрос с более серьезной аргументацией
о принципиальной неудовлетворенности позици�
онных моделей ЭС.

В статье рассматривается позиционная модель
электрической системы и адекватность ее исполь�
зования для определения ПР и оценки коэффици�
ентов запаса статической устойчивости ЭС.

Исследованы особенности позиционной модели, выполнен анализ собственных значений и векторов матрицы
уравнений малых колебаний, получен критерий предельных по статической апериодической устойчивости ре�
жимов, обобщающий классический критерий Вагнера–Эванса на сложные многомашинные системы. Установ�
лено, что позиционная модель, т.е. модель, в которой мощности или моменты генераторов зависят только от
относительных углов роторов машин, в неявном виде использует идеологию распределенного балансирующего
узла, и ее предельные по статической апериодической устойчивости режимы в точности соответствуют пре�
дельным режимам модели потокораспределения с распределенным балансирующим узлом, в котором коэффици�
енты участия узлов в балансировке активной мощности назначены прямо пропорционально постоянным инер�
ции синхронных машин. Сравнительным анализом параметров предельных режимов позиционной модели и моде�
ли с шиной неограниченной мощности найдено, что позиционная модель дает консервативную (заниженную)
оценку коэффициента запаса статической устойчивости электрической системы. Показано, что для оценки
коэффициентов запаса статической устойчивости наиболее адекватной является модель потокораспределения
с шиной неограниченной мощности, в предельных режимах которой относительные приросты потерь мощно�
сти для всех узлов не превышают единицы.

К л ю ч е в ы е с л о в а: энергетическая система, статическая апериодическая неустойчивость, позици�
онная модель, предельные режимы, потери мощности, относительные приросты



Исследование «классической» позиционной моде�
ли. В [8 и 14] для критики позиционной системы
используются небольшие, в основном двухузловые,
модели ЭС. Однако для исследования адекватности
позиционной модели следует рассматривать общий
многомерный случай. Напомним, что построение
«классических» позиционных моделей связано с
принятием упрощающих предположений, важней#
шими из которых являются [15]:

1) нагрузки при составлении схемы замещения
ЭС представляются эквивалентными синхронными
двигателями или(и) замещаются постоянными пол#
ными сопротивлениями;

2) все синхронные машины – генераторы и

двигатели – вводятся в схему замещения постоян#

ными переходными ЭДС за расчетными индуктив#

ными сопротивлениями, значения которых зависят

от типа АРВ;
3) все остальные элементы системы представля#

ются пассивными схемами замещения, параметры

которых не зависят от режима ЭС;
4) моменты первичных двигателей (приводимых

механизмов) считаются постоянными;
5) демпфирование электромеханических колеба#

ний генераторных (двигательных) агрегатов не учи#

тываются.
При сделанных допущениях уравнения движе#

ния позиционной модели ЭС представляют собой

совокупность движения роторов синхронных ма#

шин, входящих в ЭС, причем правые части уравне#

ний зависят лишь от угловых сдвигов роторов (т.е.

от положения, «позиции» роторов). Если в полу#

ченной таким образом расчетной модели сэквива#

лентировать пассивные элементы, то систему нели#

нейных дифференциальных уравнений движения в

отн. ед. можно представить в виде:

T
d

dt
P P Pk

k
k k k= = - =

2

2

d
т D , k n=1,..., , (1)

где Tk – постоянная инерции роторов турбины
(приводного механизма) и генератора (двигателя) в
узле k; P kт – мощность вращающегося момента
турбины или приводного механизма; Pk – электро#
магнитная мощность тормозного момента, опреде#
ляемая нагрузкой генератора или получаемая из
сети двигателем привода; n – число машин.

Рассмотрим особенности позиционной модели
ЭС (1). Суммирование (1) по всем k дает
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= ,

где D SP P Pk k
k

= -å( )т ; T Tk
k

S=å ; dc – координата

центра инерции системы:
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Если записать изменение углов в виде

d d dk k
c= +D , то уравнение (1) можно представить
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В установившемся режиме ЭС левые, также как
и правые, части уравнений (3) должны быть равны
нулю, а это обеспечивается только тогда, когда об#
щий небаланс мощности в ЭС D SP распределяется
между машинами пропорционально их постоян#
ным инерций [7]:

D D
S

SP
T

T
Pk

k= , k n=1, . (4)

Другие особенности позиционной модели про#
являются при анализе статической устойчивости
исследуемой системы.

Систему дифференциальных уравнений движе#
ния позиционной модели (1) можно представить в
матричном виде:

[ ] ( )T
d

dt
P

2

2

d
d=D , (5)

где [ ]T – диагональная матрица постоянных инер#
ций; d – вектор углов вращения роторов машин;
DP( )d – вектор небалансов мощности на их валу.

В теории электрических систем анализ устойчи#
вости основан на теории устойчивости движения,
разработанной А.М. Ляпуновым, которая, в свою
очередь, базируется на следующих положениях
[16]:

1) возмущения налагаются только на начальные
условия, иначе говоря, возмущенное движение
происходит при тех же силах (источниках энергии),
что и невозмущенное движение;

2) устойчивость рассматривается на бесконечно
большом промежутке времени;
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3) возмущения предполагаются малыми.
Поэтому исследуемые уравнения малых колеба�

ний можно представить в виде

[ ] [ ]T
d

dt
A

2

2

d
d= D , (6)

где

[ ]A
д P

д
=
é
ëê

ù
ûú

D
d

(7)

является матрицей Якоби модели потокораспреде�
ления без БУ.

Выражение (6) представляет собой систему из n
линейных дифференциальных уравнений второго
порядка. Для анализа решения этой системы вве�
дем дополнительные переменные D Dw dk kd dt= / и
представим систему (6) в форме задачи Коши:
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D Dw w( ) ( )0 0= , (8)

где
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E

B
=
é
ëê

ù
ûú

0

0
, (9)

а [E] и [0] – единичная и нулевые подматрицы со�
ответствующих размерностей и

[ ] [ ] [ ]B T A= -1 . (10)

Чтобы проанализировать свободное движение
системы, рассмотрим собственные значения и век�
торы матрицы [ ]H . Собственные значения можно
определить из характеристического уравнения, по�
лучаемого приравниванием определителя матрицы
нулю: det[ ]H E- =l 0, где l – собственное значение.
Используя свойства определителей, можно полу�
чить:
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откуда следует, что собственные значения матрицы
малых колебаний равны

l g2 1k k- = ; l g2k k=- , (12)

где g a bk k kj= + являются собственными значе�
ниями матрицы (10).

В свою очередь, левые LH k< >l
и правые

RH k< >l
собственные векторы матрицы (9) равны:
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0 5
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0 5
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,т т
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;

RH R Rk k k
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l g gg2 1
т т т

, ;

RH R Rk k k
k

< > < > < >= -
é
ëê

ù
ûú

l g gg2
т т т

, , (13)

где L k< >g
и R k< >g

– левый и правый собственные
векторы матрицы (10), соответствующие собствен�
ному значению g k .

Согласно (12) каждому собственному значению
матрицы [ ]B соответствуют два собственных значе�
ния матрицы [ ]H . Важной особенностью уравнений
малых колебаний позиционной модели является
вырожденность матрицы [ ]B , обусловленная вырож�
денностью матрицы [ ]A . Матрица [ ]A представляет
собой матрицу Якоби модели потокораспределения
без БУ, сумма ее элементов каждой строки равна
нулю, поэтому ее правым собственным вектором
является вектор e, все компоненты которого равны
единице [4]. Поэтому вырожденной будет и матри�
ца [ ]H , причем согласно (12) и (13) она имеет два
нулевых собственных значения с единичной гео�
метрической кратностью. Другими словами матри�
ца [ ]H является дефектной, поэтому недиагонали�
зуемой, но может быть представлена в виде разло�
жения [17]:

[ ] [ ][ ][ ]H S Jh S= -1, (14)

где

[ ]Jh
Jh

D
=
é

ë
ê

ù

û
ú

< >

< >

0 0

0 l (15)

– жорданова каноническая форма матрицы [ ]H , где

[ ]Jh< > =
é
ëê

ù
ûú

0 0 1

0 0
– жорданова клетка двух нулевых

собственных значений; D< >l – диагональная мат�
рица остальных собственных значений.

Тогда система (8) может быть преобразована к
задаче:

dy t Jh y t( ) [ ] ( )= ; y y( ) ( )0 0= , (16)
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где [ ( ) , ( ) ] [ ] ( )D Dd wt t S y tт т = и заданным считается

вектор y S( ) ( ) ( )[ ] [ , ]0 1 0 0= - D Dd w
т т

.

Решение этой задачи:

y t y y t1 1 20 0( ) ( ) ( )= + ; y t y2 2 0( ) ( )= ;

y t y ek k
tk( ) ( )= 0

l
, k>2.

Переход к исходным переменным дает решение
возмущенного движения (8):

D
D
d
w

V V V V1
(0) (0) (0) l (( )

( )
(

t

t
S t S S ek

t
k

k
é
ëê

ù
ûú
= + + +1 2 2 2

0)

" >
å
k 2

,

(17)
где S k – столбец k матрицы [ ]S ;

V d w(0)
k kZ=[ , ]( ) ( )D D0 0т т

; Z k – столбец k матрицы

[ ] [ ]Z S= -1т . Здесь S e1 0=[ , ]т т ; S e2 0=[ , ]т т ;

Z L e L1
0 00= < > < >[ , ]/

т т т ; Z L e L2
0 00= < > < >[ , ]/т тт

, а

векторы S k и Z k для k>2 соответствуют правому и
левому собственным векторам (13) матрицы (9),
отвечающим собственному значению l k .

Как и в общем случае, для устойчивости систе#
мы необходима отрицательность вещественных
частей собственных значений l. Однако из#за осо#
бенности комплексной арифметики этого добиться
нельзя, возможно получить только чисто мнимые

значения l w2 1k kj- = ; l w2k kj=- с w ak k= - , ко#

гда собственные числа g a bk k kj= + матрицы [ ]B
являются вещественными и отрицательными:
a k <0; bk =0. Тогда колебания системы будут пе#
риодическими, незатухающими:

D D Dd d w V w jg
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m m m
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(18)
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L Lm m( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ;

arct

0 0 2 1 0 2
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= +

=

< > - < >т т
D D

an( / ).( ) ( )w w dg g
k

L Lm m- < > < >1 0 0
т т
D D

(19)

Считается, что за счет рассеивания энергии, вы#
званного не учтенными в (5) демпфирующими си#
лами, свободные колебания будут затухать. Таким

образом, критерием статической апериодической
устойчивости является вещественность и отрица#
тельность собственных значений матрицы (10).
При появлении комплексных собственных значе#
ний, в том числе с отрицательными вещественны#
ми частями, система станет статически неустойчи#
вой, при этом нарушение устойчивости будет иметь
характер самораскачивания.

В предельном по статической апериодической
устойчивости режиме одно из ненулевых собствен#
ных значений матрицы [B] будет равно нулю. В
этом случае алгебраическая кратность нулевого
собственного значения матрицы [B] будет равна
двум, а для матрицы [H] – четырем, но геометри#
ческая кратность останется равной единице [4].
Поэтому матрицы будут дефектными и для реше#
ния потребуются жордановы клетки большей раз#
мерности, что существенно усложняет расчетные
выражения. Следует отметить, что в случае дефект#
ной матрицы вообще не существует численно ус#
тойчивого способа вычисления жордановых кано#
нических форм. Так например, для матрицы [H]
имеется бесконечное множество разложений мат#
рицы (14). Нетрудно проверить, что если

S e2 0=[ , ]т т заменить на S e e2 =[ , ]r т т , а вектор

Z L e L1
0 00= < > < >[ , ]/

т т т на Z L L1
0= -< >[ , ]/

т т<0>r

/e Lт < >0 , где r – любое число, то соотношение (14)

также будет выполняться. При этом решение сис#
темы (15) останется таким же. Согласно [17] жор#
данова форма матрицы не является непрерывной
функцией ее элементов, поэтому малые изменения
элементов матрицы могут приводить к большим
изменениям элементов ее жордановой формы.
Обеспечение устойчивости при вычислении подоб#
ного объекта требует колоссальных вычислитель#
ных ресурсов, что делает такой подход неэффек#
тивным. Именно поэтому жордановы формы редко
используют в вычислительной практике, а реализу#
ются другие подходы.

Причиной появления жордановой клетки в (15)
является постоянная вырожденность матрицы [ ]B .
Для исключения вырожденности матрицы обычно
используется подход, развитый П.С. Ждановым,
который состоит в том, что уравнения возмущен#
ного движения в «абсолютных углах» трансформи#
руются в уравнения возмущенного движения в уг#
лах относительно угла одного из узлов (базисного),
например, с номером b [5]. Для этого уравнение
узла b вычитается из всех других уравнений систе#
мы. Поскольку слева в дифференциальных уравне#
ниях будут присутствовать углы относительно ба#
зисного, а справа только относительные углы, и
выполняется соотношение d d dkm k m= - =
= - - - = -( ) ( )d d d d d dk b m b kb mb , такой подход по#
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зволяет проводить исследование устойчивости дви�
жения, избежав вырожденности матрицы. Если
воспользоваться блочным разбиением

[ ]B
B B

B B
gg gb

bg bb
=
é

ë
ê

ù

û
ú, (20)

где индекс b соответствует базисному узлу, а g –
всем остальным узлам, то систему уравнений ма�
лых колебаний в относительных углах можно пред�
ставить в виде

d

dt
B

g
r

r
g
r

2

2

D
D

d
d=[ ] , (21)

где D D Dd d dg
r

g be= - ,

и [ ] [ ] [ ]B B e Br
gg bg= - . (22)

В этом случае решение для (21) будет иметь
вид, аналогичный (18) и (19), только без начальных
слагаемых, стоящих перед знаком суммы по
m m n( ,..., )- -1 1 , а собственные векторы и значения
будут отвечать матрице (22). Рассмотрим, чему бу�
дут соответствовать эти собственные значения и
векторы.
Для собственного значения g матрицы справед�

ливо

det[ ] detB E
B E B

B B
gg gb

bg bb
- =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú=g

g
g 0. (23)

Матрица [ ]B вырождена, и если к последнему ее
столбцу прибавить остальные, результатом будет
нулевой столбец. Поскольку при прибавлении
столбца к другому столбцу определитель матрицы
не изменится, то, применив такую процедуру к
(23), можно получить

det
B E е

B
gg

bg

- -
-

é

ë
ê

ù

û
ú=

g g
g 0 (24)

со всеми компонентами последнего столбца, рав�
ными -g.
Поскольку при вычитании строки из других

строк определитель также не изменится, то вычи�
тание последней строки из вышестоящих дает

det
B eB E

B
gg bg

bg

- -
-

é

ë
ê

ù

û
ú=

g
g
0

0. (25)

Раскрывая определитель (25) по последнему
столбцу, можно получить

det[ ] detB E
B eB E

B
gg bg

bg
- =

- -
-

é

ë
ê

ù

û
ú=g

g
g
0

=- - =g gdet[ ]B Ee 0, (26)

где

[ ] [ ] [ ]B B e Be
gg bg= - . (27)

Но матрица [ ]B e есть не что иное, как матрица

(22) линеаризованных уравнений возмущенного
движения роторов синхронных машин в относи�
тельных углах. Следовательно, собственные значе�
ния этой матрицы будут в точности соответство�
вать соответствующим собственным значениям ис�
ходной матрицы.
Таким образом, собственные значения матрицы

уравнений малых колебаний в относительных углах
будут одними и теми же независимо от выбора ба�
зисного узла b и соответствуют собственным значе�
ниям исходной системы дифференциальных урав�
нений возмущенного движения. Другими словами,
если исходная система устойчива (неустойчива), то
она будет устойчивой (неустойчивой) при любом
базисном узле. При этом согласно Приложению
компоненты правых собственных векторов систе�
мы в относительных углах будут отличаться от со�
ответствующих векторов исходной системы на
одно и то же значение, равное компоненте правого
собственного вектора базисного узла. Компоненты
левых собственных векторов всегда будут равны со�
ответствующим компонентам левых собственных
векторов исходной системы.

Критерий предельного по статической апреиоди�
ческой устойчивости режима позиционной модели.
Важным является получение критерия предельного
по статической апериодической устойчивости ре�
жима позиционной модели. Для такого предельно�
го режима одно из ненулевых собственных значе�

ний матрицы [ ]B r уравнений малых колебаний в

относительных углах будет равно нулю. Учитывая

(7) и (10), представим матрицу [ ]B r в виде

[ ] [ ] [ ]B T
д P

д
T е

д P

д
r

g
g

g
b

b

g
=

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
-

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

- -1 1
D D
d d

. (28)

Умножая (28) слева на вектор�строку левого

собственного вектора Lg
т , отвечающего нулевому

собственному значению матрицы [ ]B r , и, транспо�

нируя полученное выражение, можно получить

д P

д
T L

д P

д
T e L

g

g
g g

b

g
b

D D
d d

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

-
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

- -
т т

т[ ] [ ]1 1
g =0. (29)

Выполнив замену переменных
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N T Lg
p

g g= -[ ] 1 ; N T e Lb
p

b g=- -[ ] 1 т , (30)

можно представить (29) в виде

д P

д
N

д P

д
N

g

g
g
p b

g
b
pD D

d d

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

+ +
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

=
т т

0. (31)

Кроме этого, (30) также дает

T N T Ng g
p

b b
p

g b
+ =

¹
å 0. (32)

Используя (31) и (32) и учитывая (4), критерий
предельного по статической апериодической устой�
чивости режима позиционной модели ЭС можно
представить в следующем виде:

д P

д
N pD

d
c

é
ëê

ù
ûú

=
т

0, (33)

где c – вектор с компонентами:

ck k m
m

T T= å/ . (34)

Сравнение (33) и (34) с матрицей Якоби модели
потокораспределения с распределенным баланси�
рующим узлом [4] показывает, что критерий пре�
дельного по статической апериодической устойчи�
вости режима позиционной модели в точности со�
ответствует критерию предельного режима модели
потокораспределения ЭС с распределенным балан�
сирующим узлом, в котором коэффициенты уча�
стия узлов в балансировке режима выбраны прямо
пропорционально их постоянным инерции машин.

Физика особенностей позиционной модели. Полу�
ченные выражения позиционной модели позволя�
ют опровергнуть утверждения [8 и 14] о физиче�
ской несостоятельности позиционной модели, ее
противоречии закону сохранения энергии и физике
упругих колебаний.
По сути дела критерием предельного по стати�

ческой апериодической устойчивости режима явля�

ется условие (32), где компоненты вектора N p оп�
ределяются решением системы линейных уравне�
ний (31). Условие (32) ПР можно рассматривать
как обобщение критерия Вагнера–Эванса на мно�
гомашинные системы. В этом критерии присутст�
вуют постоянные инерции машин, так как соглас�
но (3) и (4) для существования установившегося
режима позиционной модели необходимо, чтобы
общий небаланс мощности распределился между
машинами пропорционально их постоянным инер�
ции. Это значит, что в позиционной модели посто�
янные инерции играют ту же роль, что и крутизна
статических характеристик автоматических регуля�
торов скорости (частоты) в непозиционной моде�

ли, учитывающей изменение частоты в ЭС. Можно
показать для непозиционной модели, что при доста�
точно малом отклонении частоты критерий ее пре�
дельного режима будет аналогичен условию (33),
только вместо значений постоянной инерции будут
значения крутизны статических частотных характе�
ристик автоматических регуляторов скорости.
Теперь рассмотрим систему уравнений малых

колебаний позиционной модели (6) и (7). Для ме�
ханических систем в аналогичном выражении мат�

рица [ ]Aмех системы линеаризованных дифферен�

циальных уравнений является лапласианом, т.е.
симметричной с диагональными элементами

A A A
kk k m

m k
m k

m k

мех мех мех=- =-
" ¹ " ¹
å å

, ,
. В противополож�

ность этому матрица [ ]A в (6) и (7) для неконсерва�
тивной системы несимметрична с
A A Akk k m

m k
m k

m k
=- ¹-

" ¹ " ¹
å å, , , т. е. коэффициенты

«жесткости» упругих связей позиционной модели
не обладают свойством взаимности. Поэтому ис�
пользование выражения координаты центра инер�
ции (2), заимствованного из классической механи�
ки, для позиционной модели является некоррект�
ным. Согласно (18) и (19) координата центра инер�
ции позиционной системы определяется выраже�
нием

D Dd dc L e L= < > < >0 0т т/ (35)

и в зависимости от начальных условий в процессе
малых колебаний системы (18) будет находиться
или в состоянии покоя, или равномерного движе�
ния аналогично поведению механической системы.

Действительно, вектор L< >0 является левым собст�
венным вектором, отвечающим нулевому собствен�
ному значению матрицы [ ]B . Из теории матриц из�
вестно, что любой левый собственный вектор, от�
вечающий одному собственному значению, ортого�
нален любому правому собственному вектору дру�
гого, не равного ему, собственного значения. По�
этому умножение (18) слева на вектор строку

L e L< > < >0 0т тDd/ дает:

D D Dd d wc c ct t( ) ( ) ( )= +0 0 ; D Dw wc ct( ) ( )= 0 . (36)

Если учесть, что L T N p< >=0 [ ] , где вектор N p

является собственным вектором матрицы
[ ] [ / ]B д P д= D d , отвечающим ее нулевому собственно�
му значению и (28), то выражение для координаты
центра инерции позиционной модели можно пред�
ставить в более привычном виде:

D ) Dd dc p pT N e T N= =([ ] / [ ]т т
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=
" "
å åT N T Nk k

p
k

k
k k

p

k
Dd / . (37)

Для анализа выполнения закона сохранения
энергии в позиционной модели рассмотрим урав�
нения малых колебаний при приложении малых
внешних возмущений DP:

[ ] [ / ] ]T
d

dt
д P д P

2

2

D
D D D

d
d d+= . (38)

В [14] для критики позиционной модели ис�
пользуется случай, «… когда внешние возмущения
удовлетворяют условиям равновесия …» DPk

k
=å 0.

Однако такое условие соответствует «уравновешен�
ным» возмущениям только для консервативной
системы. В установившемся режиме должен вы�
полняться баланс мощности с учетом потерь в
сети. Поэтому в неконсервативной позиционной
системе «уравновешенные» внешние возмущения
должны удовлетворять условию:

( / )1 0- =å д дP Pk k
k

p D , (39)

где д дPkp / – относительный прирост потерь узла k.
В [4] было показано, что компоненты собствен�

ного вектора N p матрицы [ / ]д P дD d , отвечающего

нулевому собственному значению, взаимосвязаны
через относительные приросты потерь:

N д дP N
k
p

k b
p= -( / )1 p . (40)

Этот вектор является вектором нормали к ги�
перповерхности мощностей уравнений установив�
шихся режимов ЭС [18] и отвечает (39). Поэтому

умножение (38) слева на вектор�строку N pт с уче�
том (37) дает

T d dtc c2 2 0Dd / = , (41)

где T T Nc
k k

p

k
=

"
å .

Таким образом, при приложении «уравнове�
шенных» малых внешних возмущений (39) центр
инерции позиционной системы (37) будет нахо�
диться или в состоянии покоя, или равномерного
движения точно так же, как в механической систе�
ме. В случае, когда внешние возмущения будут от�
вечать условию DPk

k
=å 0, они уже не будут «урав�

новешенными», в позиционной системе возникнет
общий небаланс мощности и центр инерции будет
двигаться с постоянным ускорением. Поэтому за�
кон сохранения энергии в позиционной системе не

нарушается, показывая несостоятельность утвер�
ждений [8 и 14].

Сравнительный анализ предельных по статиче�
ской апериодической устойчивости режимов позици�
онной модели и модели с шиной неограниченной
мощности. Представленный анализ выполнен для
классической позиционной системы, в которой на�
грузки ЭС задаются эквивалентными синхронными
двигателями или(и) замещаются полными сопро�
тивлениями. Такая модель нашла широкое приме�
нение при анализе динамической устойчивости ЭС
[5 и 7]. В реальных энергосистемах кроме синхрон�
ных машин имеются и другие виды нагрузок,
включая асинхронные двигатели. Следует отме�
тить, что полной информации о составе работаю�
щего электрооборудования, как правило, нет и всё
ограничивается данными о значениях нагрузок,
иногда могут быть известны статические характе�
ристики нагрузок. Поэтому обычно при анализе
статической устойчивости нагрузка задается посто�
янными мощностями, иногда статическими харак�
теристиками и для исследования статической ус�
тойчивости используется так называемая система
дифференциально�алгебраических уравнений,
включающая дифференциальные уравнения движе�
ния и алгебраические уравнения баланса мощности
нагрузочных узлов.

Можно показать, что если такой подход приме�
нить к позиционной системе, то уравнения малых
колебаний роторов синхронных машин будут иметь
вид, аналогичный (6) и (7), только вместо матрицы
[ / ]д P дD d в (7) будет матрица, полученная в резуль�
тате прямого хода исключения Гаусса неинерцион�
ных переменных из линеаризованных дифферен�
циально�алгебраических уравнений. Эта матрица
имеет свойства, аналогичные матрице (7). Поэтому
все ранее полученные результаты справедливы так�
же и для такой позиционной системы. Если вос�
пользоваться подходом, аналогично реализован�
ным при выводе (30), можно получить критерий
предельного по статической апериодической устой�
чивости режима такой позиционной системы:

д P д д P дV

д Q д д Q дV
N

N

PQ

PQ PQ PQ

P

Q

D D
D D

/ /

/ /

d c
d 0

é

ë
ê

ù

û
ú
é

ë
ê
ê

ùт

û
ú
ú
=
é
ëê

ù
ûú

0

0
. (42)

Здесь матрица Якоби потокораспределения
включает частные производные уравнений баланса
активных мощностей всех узлов, а также уравне�
ний баланса реактивных мощностей только PQ уз�
лов. Компоненты вектора c определяются согласно

(34), для компонент вектора N P справедливо (40),

а компоненты вектора N Q удовлетворяют соотно�
шению
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N д дQ N
k
Q

k k
P=- p / . (43)

Таким образом, критерий (42) предельного по
статической апериодической устойчивости режима
такой позиционной модели также полностью соот�
ветствует критерию предельного режима модели
потокораспределения с распределенным БУ, в ко�
тором коэффициенты участия узлов в балансиров�
ке активной мощности назначены прямо пропор�
ционально постоянным инерции синхронных ма�
шин.

Возникает важный вопрос: какую модель следу�
ет использовать для оценки коэффициентов запаса
статической устойчивости ЭС? Согласно [18] для
модели с шинами неограниченной мощности об�
ласть статически апериодически устойчивых режи�
мов ЭС зависит от месторасположения БУ. Для по�
зиционной модели область статически апериодиче�
ски устойчивых режимов зависит от значений по�
стоянной инерции, которые фактически действуют
как коэффициенты участия в балансировке актив�
ной мощности и в скрытой форме вводят распреде�
ленный БУ в позиционную модель. Ответ на этот
вопрос дает анализ критериев предельных по ста�
тической апериодической устойчивости режимов
модели с шинами неограниченной мощности [4] и
позиционной модели (42).

Проанализируем критерий (42). Вектор

N N NP Q=[ , ]
т т т является собственным вектором

матрицы Якоби потокораспределения без назна�
ченного БУ [4]. Этот вектор представляет собой
вектор нормали к гиперповерхности мощностей
уравнений установившихся режимов ЭС [18], его
компоненты отвечают (40) и (43). Согласно (43) в
ПР позиционной модели

T Nk k
p

k
=

"
å 0. (44)

Согласно [4] в ПР модели с шиной неограни�

ченной мощности (БУ в узле m) N m
p =0, т.е.

д дPmp / =1.
Постоянные инерции всегда положительны.

Поэтому согласно (44) в ПР позиционной модели,
по крайней мере, одна из компонент вектора нор�
мали, например m, должна быть отрицательной. Но
тогда согласно (40) это означает, что относитель�
ный прирост потерь для узла m в ПР больше еди�
ницы. Поэтому этот ПР и его ближайшая окрест�
ность будут статически апериодически неустойчи�
выми, если в качестве БУ назначен узел m. Если в
этом ПР уменьшить генерацию в узле m, то можно
дополнительно увеличить мощность нагрузки. Дру�
гими словами, ПР позиционной модели находится

дальше в пространстве напряжений, но ближе в
пространстве мощностей [19], чем ПР модели с
шиной неограниченной мощности с БУ в узле m. В
теории и практике коэффициент запаса статиче�
ской устойчивости ЭС обычно определяется в тер�
минах мощностей [20]. В этом случае позиционная
модель будет давать заниженную оценку коэффи�
циента запаса статической устойчивости. Поэтому
наиболее подходящей для определения расчетного
предельного режима является модель ЭС с шинами
неограниченной мощности, в ПР которой относи�
тельные приросты потерь всех узлов не превышают
единицу [21]. Этот ПР будет статически устойчи�
вым как для позиционной модели, так и для моде�
ли с шинами неограниченной мощности при лю�
бом другом местоположении БУ. Для реализации
такой расчетной модели программные блоки утя�
желения следует дополнить проверкой относитель�
ных приростов потерь мощности д дPmp / <1 или
N m

p >0 для всех узлов. Если на очередном шаге утя�

желения окажется, что д дPkp / >1 или N
k
p <0 для

какого�то узла k, этот узел следует переназначить
балансирующим и продолжить расчет. Найденный
таким образом предельный режим определит наи�
большее значение нагрузки ЭС для заданной тра�
ектории утяжеления [19]. При этом информации о
параметрах синхронных машин не требуется.

Приложение. Взаимосвязь между собственными
векторами матриц уравнений малых колебаний в аб�
солютных и относительных углах. Рассмотрим, чему
будут соответствовать компоненты правых собст�

венных векторов Rr матрицы [ ]B r . Воспользуемся

соотношениями для правого собственного вектора
исходной матрицы [ ]B , отвечающего собственному
значению g:

[ ] [ ]B R B R Rgg g gb b g+ =g ; (П�1)

[ ]B R B R Rbg g bb b b+ =g . (П�2)

Из вырожденности матрицы [ ]B следует:

B B egb gg=-[ ] ; B B ebb bg=-[ ] . (П�3)

Подставляя эти выражения в (П�1) и (П�2),
можно получить:

[ ][ ]B R eR Rgg g b g- =g ; (П�4)

[ ][ ]B R eR Rbg g b b- =g . (П�5)

Вычитание (П�5) из каждого уравнения (П�4)
дает

([ ] [ ])( ) ( )B e B R eR R eRgg bg g b g b- - = -g . (П�6)

При сравнении (П�6) с
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[ ] ([ ] [ ])B R B e B R Rr r
gg bg

r r= - =g (П�7)

обнаруживается, что

R R eRr
g b= - .

Для левого собственного вектора [ ] [ , ]L L Lg b= т т

справедливо

L B L B L

L B L B L

g gg b bg g

g gb b bb b

т т

т

[ ] [ ] ;

[ ]

+ =

+ =

g

g
(П�8)

или

[ , ] [ , ]L L
B B

B B
L Lg b

gg gb

bg bb
g b

т т
é

ë
ê

ù

û
ú=g . (П�9)

Умножая (П�9) справа на вектор e, можно полу�
чить

0= +g( )L e Lg b
т , (П�10)

поскольку этот вектор является правым собствен�
ным вектором, отвечающим нулевому собственно�
му значению этой матрицы. Таким образом, при
ненулевых значениях g

L L eb g=- т . (П�11)

Подстановка (П�11) в (П�8) дает

L B e B L B L eg gg bg g
r

g
т т т([ ] [ ]) [ ]- = =g . (П�12)

Если g=0, (П�9) примет вид

L B L B

L B L B

g gg b bg

g gb b bb

т

т

[ ] [ ] ;

[ ] ,

+ =

+ =

0

0

(П�13)

то для матрицы [ ]B r можно записать:

L B L B e Br r r
gg bg

т т
[ ] ([ ] [ ])= - =0 (П�14)

или

L B L e B L B L Br
gg

r
bg g

r
gg

b
bg

т т т
[ ] ([ ] [ ] [ ]- = + =0,(П�15)

где

L L eb r=-
т
. (П�16)

Умножая (П�15) справа на вектор e и учитывая

свойства матрицы [ ]B r , можно получить

L B L Br
gb

b
bb

т
[ ] [ ]+ =0. (П�17)

Из сравнения (П�15) и (П�17) с (П�13), а также
рассмотрения (П�11), (П�12) и (П�16) следует, что

левый собственный вектор Lr матрицы [ ]B r будет

равен левому собственному вектору Lg исходной

матрицы [ ]B : L Lr
g= ; L L eb g=- т .

Выводы. 1. Анализ уравнений малых колебаний
позиционной модели показал, что собственные
значения позиционной модели взаимного (относи�
тельного) движения роторов синхронных машин
будут одними и теми же независимо от выбора ба�
зисного узла и соответствуют собственным значе�
ниям системы линеаризованных дифференциаль�
ных уравнений абсолютного движения позицион�
ной системы.

2. Позиционная модель неявно использует
идеологию распределенного балансирующего узла,
и ее предельные режимы в точности соответствуют
предельным режимам модели потокораспределения
с распределенным балансирующим узлом, в кото�
ром коэффициенты участия узлов в балансировке
активной мощности электрической системы вы�
браны прямо пропорционально постоянным инер�
ции синхронных машин.

3. Получен критерий предельных по статиче�
ской апериодической устойчивости режимов пози�
ционной модели, обобщающий критерий Вагне�
ра–Эванса на сложные многомашинные системы.
Установлено, что в предельном режиме позицион�
ной модели вектор постоянных инерций ортогона�
лен вектору нормали гиперповерхности мощно�
стей. Поскольку постоянные инерции всегда поло�
жительны, а компоненты вектора нормали гипер�
поверхности мощностей взаимосвязаны через от�
носительные приросты потерь мощности, предель�
ный режим позиционной модели в заданном на�
правлении утяжеления будет находиться дальше в
пространстве напряжений, но ближе в пространст�
ве мощностей нагрузки, чем предельный режим
модели с шинами неограниченной мощности.

4. Для определения расчетных предельных ре�
жимов наиболее адекватной является модель пото�
кораспределения с шиной неограниченной мощно�
сти, в предельных режимах которой относительные
приросты потерь мощности для всех узлов не пре�
вышают единицу.
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and torques of generators depend only on the relative angles of machine rotors, implicitly uses the
distributed slack bus philosophy, and its limiting modes in terms of aperiodic steady�state stability are
exactly identical with the limiting modes of a load flow model with a distributed slack bus in which the
coefficients characterizing the participation of nodes in active power balancing are assigned to be directly
proportional of the synchronous machines’ inertia constants. It has been found from a comparative analysis
of the limiting mode parameters in the position model and the model with an infinite bus that the position
model yields a conservative (underestimated) assessment of the electric power system steady�state stability
margin. It is shown that the steady�state stability margins are estimated in the most adequate manner by
means of the load flow model with an infinite bus, in the limiting modes of which the relative power loss
increments do not exceed unity for all nodes.

K e y w o r d s : power system, aperiodic steady�state instability, position model, limiting modes, power
loss, relative increases


