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Об исследовании малых колебаний сложных электрических
систем

АЛЛАЕВ К.Р., МАХМУДОВ Т.Ф.

Регулируемая энергосистема представляет собой
сложную динамическую колебательную систему со
многими переменными состояния и разнообразны�
ми связями как в основных, силовых элементах –
агрегатах электростанций, являющихся объектами
регулирования, так и в их системах автоматическо�
го регулирования. Качественные характеристики
колебательных свойств энергосистем проявляются
во временных переходных процессах.

Для сложных динамических систем известные
методы размещения полюсов зачастую не приме�
нимы в связи с присущими им недостатками; пло�
хая обусловленность матриц; возможная неразре�
шимость задачи при полной управляемости; быст�
рый рост размерности решаемых уравнений и др.
[1–3].

Математическая модель переходных процессов в
электрической системе. Разработку математической
модели многомашинной электрической системы
при малых колебаниях проведем на базе уравнений
в пространстве состояний [2, 4]:

�x x u= +A B ; (1)

y x= +C De, (2)

где A – матрица собственной динамики системы; B
– матрица управляющих воздействий; С – матрица
наблюдения системы; D – матрица непосредствен�

ного воздействия на выход системы; x RnÎ – век�

тор состояния; u RrÎ – вектор входа; R – множест�
во действительных чисел; n>>1, n r> .

В дальнейшем будем рассматривать инерцион�
ную систему, т.е. будем считать D=0 [17].

Модель описывает переходный процесс в элек�
трической системе с учетом баланса моментов
(мощностей) на валу i�го агрегата ЭЭС [1, 5, 6]:
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где w0 – синхронная угловая частота; T ji , di , P iт ,
P iг - постоянная инерции i�го агрегата, угол на�
грузки i�го генератора, механическая мощность i�й
турбины, электромагнитная мощность i�го син�
хронного генератора соответственно.

Уравнение электромагнитной мощности i�го
синхронного генератора в позиционной идеализа�
ции [5, 6]:

P E y E E yi i ii ii i j ij
j
j i

n

ij ijг = + -
=
¹

å2

1
sin sin( )a d a , (4)

где Ei , E j – ЭДС i�го и j�го синхронных генерато�
ров; yii , yij – собственная и взаимная проводи�
мость сети; a ii , a ij – дополняющие углы.

После соответствующих преобразований (3) и
(4) с учетом демпферного момента получим линеа�
ризованные уравнения баланса мощностей на валу
синхронного генератора относительно абсолютных
углов [4]:

d

dt T
b b P

dt

dP

dE
i

ji
ij j ii

j
j i

n

i di
i i

2

2
0

1

D
D D

Dd w
d d

d
= - - -

=
¹

å
qi

qiED

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,

(5)
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; Pdi – коэффициент обобщенного

демпферного момента i�го генератора.

Разработана математическая модель многомашинной регулируемой электроэнергетической
системы (ЭЭС) в матричной форме, основой которой являются уравнения в пространстве состоя�
ний и технология вложения систем. Полученная математическая модель позволяет исследовать
статическую устойчивость регулируемой сложной электрической системы путем определения
собственных значений матрицы динамики. На основе метода декомпозиции исходной модели слож�
ной электрической системы с помощью полуортогональных матричных делителей нуля осуществ�
лено смещение полюсов системы в желаемое положение.

К л ю ч е в ы е с л о в а : электрическая система, модель, декомпозиция системы, размещение
полюсов, моделирование



Важность исследований переходных режимов
электрической системы относительно абсолютных
углов отмечается в [18, 19].

Б а з о в ы е п а р а м е т р ы : сопротивления ге�
нераторов xdг1=2; xdг2=1,75; xdг3=1,8; демпфер�
ные коэффициенты Pdг1=0; Pdг2=0; Pdг3=0; на�
чальные абсолютные углы генераторов d10 65= °;
d20 75= °; d30 60= °; переходные постоянные време�
ни по продольной оси при замкнутой накоротко
обмотке статора ¢ =Tdг1 1 c; ¢ =Tdг2 15, c; ¢ =Tdг3 1 c; по�
стоянные инерции генераторов T jг1=7 с; T jг2=6 с;
T jг3=5 5, с; постоянные времени возбудителя
Teг1=0,4 с; Teг2=0,4 с; Teг3=0,4 с; коэффициенты
усиления системы АРВ по отклонению угла
k0 10dг1= ; k0 8dг2= ; k0 8dг3= ; коэффициенты усиле�
ния системы АРВ по отклонению напряжения
k u0 50г1= ; k u0 20г2= ; k u0 50г3= ; то же по первой
производной отклонения угла k1 3dг1= ; k1 0dг2= ;
k1 0dг3= ; то же по первой производной отклонения
напряжения k u1 0г1= ; k u1 0г2= ; k u1 0г3= .

Особенностью системы уравнений (5) является
то, что они решены относительно абсолютных уг�
лов генераторов системы и, например, для трехге�
нераторной электрической системы (рис. 1):
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Система уравнений (6), отражающая переход�
ные процессы при малых отклонениях, удобна как
в алгоритмическом, так и в вычислительном плане,
в особенности, в случаях совместного их решения с
уравнениями узловых напряжений (УУН) [4]. Это
объясняется тем, что результатом решения УУН
являются модуль напряжения i�го узла Ui и его ар�
гумент di , определяемые относительно баланси�
рующего узла [15] и используемые в приведенных
уравнениях (6).

Уравнения исследуемой сложной регулируемой
электрической системы со многими входами и вы�
ходами в пространстве состояний (1) и (2) оконча�
тельно будут иметь вид [2, 4, 6–10, 17]:

�x x u= +A BS S ; (7)

y x=C ; (8)

u x=-K , (9)

где KÎ ´Rr n – матрица регуляторов возбуждения
синхронных генераторов.

Считается, что для систем (7) и (8) существует
управление с обратной связью вида (9) [1, 2, 16].

Определим содержание AS и BS для модели
сложной ЭЭС, содержащей n синхронных генера�
торов с АРВ. Задача решается для случая, когда ге�
нераторы ЭЭС имеют автоматические регуляторы
возбуждения сильного действия (АРВ�с), реагирую�
щие только на отклонения и первые производные
режимных параметров. Постоянная времени авто�
матического регулятора (T ip =0) не учитывается.
Тогда уравнение выхода автоматического регулято�
ра возбуждения для i�го генератора имеет вид:
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где k – число параметров режима генератора (элек�
трической системы), по которым осуществляется
автоматическое регулирование возбуждением i�го
генератора ЭЭС; DPki , k i0п , k i1п – отклонение
k�го параметра режима, коэффициенты усиления
АРВ по каналам отклонения и первой производной
тех же параметров режимов соответственно.

При малых возмущениях параметров режима на
основе (6)�(9), с учетом (10), можно получить
обобщенную блочную матрицу размером (4 4n n´ )
для динамики электрической системы с n генерато�
рами, имеющими АРВ�с в виде [4]:
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Рис. 1. Схема трехгенераторной электрической системы



Элементы матрицы (11) являются функциями
параметров режима и электрической системы и для
общего случая приведены в [4]. Особенностью эле�
ментов этой матрицы является то, что они сильно
разрежены. В качестве примера приведем подмат�
рицу A n n23( )´ :
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(12)
где обозначения параметров – общепринятые [2, 4,
5, 7].

Содержание матрицы входа BS целиком зави�
сит от закона регулирования возбуждения и, соот�
ветственно, параметров каналов автоматического
регулирования, по которым осуществляется управ�
ление системой возбуждения n синхронных машин,
установленных в ЭЭС. Для выбранного закона ре�
гулирования возбуждения (10) обобщенная матри�
ца BS имеет размер 4n n k m´ -( ) и вид [4]:
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где m – число параметров режима, входящих в
обобщенную матрицу динамики ЭЭС, таких как
элементы вектора пространства состояний элек�
трической системы.

В данном случае подматрицы матрицы BS явля�
ются функциями постоянных параметров систем
регулирования агрегата [4].

Обобщенные матрицы (11) и (13) и их состав�
ляющие при выбранной модели АРВ�с позволяют
описать переходные процессы в сложной ЭЭС с n
генераторами при малых возмущениях параметров
режима. Например, для трехгенераторной ЭЭС
(рис. 1) при предположении, что АРВ�с реагирует
на отклонения частоты и напряжения генераторов
(Dfi , DU iг ), а также их первых производных (D�fi ,

D �U iг ), уравнение выхода автоматического регуля�

тора возбуждения для i�го генератора имеет вид [3]:
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где i= ¸1 3.

При этом обобщенные матрицы имеют разме�
ры: A3 4 4 12 12- ´ = ´n n , а B3 4- ´ - =n n k m( )
= ´ ´ - = ´4 3 3 4 2 12 6( ) (так как число генераторов рав�
но n=3, число регулируемых параметров k=4 (Dfi ,

DU iг , D�fi , D
�U iг ), которые используются в матрице

А3 в качестве параметров пространства состояний.
Управление системой (7), (8) с помощью зако�

нов (9) является классической задачей, и необходи�
мо найти такую матрицу K, при которой обеспечи�
ваются заданные требования к процессу управле�
ния [1, 13].

В [4] получена матрица коэффициентов регуля�
торов возбуждения синхронных генераторов в об�
щем виде:
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где k
E

f

qi

iD
– коэффициент усиления по каналу АРВ

i�го генератора по отклонению частоты; k
E

s

qi

iD
– то

же по отклонению скольжения данного генерато�
ра, причем i, j n= -1 .

Размер матрицы (15) равен n n´2 .
Если i j= , то осуществляется собственное регу�

лирование, если i j¹ , – взаимное регулирование.
Очевидно, что в сложной ЭЭС взаимное регулиро�
вание, как правило, не используется, поэтому

kE
f

qi

iD
=0, так как i j¹ .

Основы метода декомпозиции. Рассмотрим метод
стабилизации по состоянию большой линейной
системы, т.е. обеспечение выполнения требования
для системы (7), (8) с помощью закона (9) в смыс�
ле размещения полюсов (собственных значений
матрицы A+BK) в области Cstab. В основе метода
лежит специфическое преобразование подобия ис�
ходной системы [17]. При этом в явном виде опре�
деляются элементы матрицы A и/или их комбина�
ции, изменение которых с помощью обратной свя�
зи позволяет обеспечить заданное размещение по�
люсов в замкнутой системе.

Рассмотрим эффективный метод решения зада�
чи полного размещения полюсов системы (7)–(9),
в основе которого лежит декомпозиция модели ис�
ходной системы [16, 17]. При этом (как будет пока�
зано далее) метод не требует решения никаких спе�
циальных матричных уравнений (типа уравнения
Сильвестра), имеет один и тот же вид для непре�
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рывного и дискретного случаев задания модели
системы, не имеет ограничений по алгебраической
и геометрической кратности задаваемых полюсов.
Вводится в рассмотрение следующая много�

уровневая декомпозиция системы (1), (2) с парой

матриц (A, B), где AÎ ´Rn n , BÎ ´Rn m [2, 17]:
нулевой (исходный) уровень:

A A0= , B B0= ; (16)

первый уровень:

A B AB1=
^ ^т , B B AB1=

^ ; (17)

f�й (промежуточный) уровень:

A B A Bf f f f= -
^

- -
^

1 1 1
т , B B A Bf f f f= -

^
- -1 1 1; (18)

L�й (конечный) уровень;

A B A BL L L L= -
^

- -
^

1 1 1
т , B B A BL L L L= -

^
- -1 1 1. (19)

Здесь знаком «̂ » обозначены так называемые мат�
ричные делители нуля.
Будем считать, что все матрицы Bi в (16)–(19)

являются матрицами полного ранга по столбцам.

При этом справедливо утверждение [2]: пусть
система (7), (8) полностью управляема и матрица

KÎ ´Rn m удовлетворяет формулам:
нулевой (исходный) уровень:

K K B B A= = -- -
0 0 0 0F ; B B K B0 0 1 0

- + ^= - ; (20)

первый уровень:

K B B A1 1 1 1 1= -- -F ; B B K B1 1 2 1
- + ^= - ; (21)

f�й (промежуточный) уровень:

K B B Af f f f f= -- -F ; B B K Bf f f f
- +

+
^= - 1 ; (22)

L�й (конечный) уровень:

K B B AL L L L L= -+ +F . (23)

Здесь B+ – псевдообратная матрица Мура–Пенро�

уза, тогда eig eig( ) ( )A BK
i

L

i+ = È
=

+
-

1

1

1F – желаемый

спектр замкнутой системы [2, 12].
Алгоритм метода декомпозиции представлен на

рис. 2.
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Рис. 2. Алгоритм полного размещения полюсов системы



Расчетная часть. Применим данный метод размеще�
ния полюсов матрицы собственной динамики на приме�
ре трехгенераторной электрической системы с заданны�
ми параметрами (рис. 1).

Матрицы собственной динамики и управляющих
воздействий электрической системы А3 и В3 соответст�
венно имеют вид [4]:
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Синтезированный регулятор (23) может быть сконст�
руирован таким образом, чтобы в динамической системе
были обеспечены необходимые требования: устойчивость,
демпфирование низкочастотных колебаний и т.д. [4].

Спектр матрицы собственной динамики трехгенера�
торной ЭЭС А3 при выбранных параметрах режима и
системы равен: �0,0047±11,7631i; �0,0284±9,4865i;
�0,3113±3,2625i; 2,4021; 1,1566; 1,0057; �3,4727; �2,526;
�2,7109, и её 3D�визуализация приведена на рис. 3.

Как видно из спектра и приведенной на рис. 4,а

переходной характеристики изменения отклонения

абсолютного угла нагрузки первого генератора, ис�

следуемая электрическая система при заданных па�

раметрах режима и системы является неустойчивой

из�за наличия положительных собственных значе�

ний матрицы динамики и как результат – наблю�

даются незатухающие колебания угла при подаче

на вход системы единичного импульса.
По приведенным выражениям (16)–(23) опреде�

лим матрицу регулирования:
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Рис. 3. 3D�визуализация спектра исходной трехгенераторной
электрической системы (а) с гурвицевой матрицей А3 и после
смещения полюсов (б) (горизонтальные оси на рис. 2 соответ�
ствуют осям комплексной плоскости, по вертикальной оси от�
ложен логарифм нормы функции резольвенты, пики локализу�
ют собственные значения матрицы)
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и закон, обеспечивающий смещения полюсов мат�
рицы A+BK в следующее положение: �7±15i;

�2,5±7i; �1±5i; �4±3i; �0,2; �1; �3,5; �5ÌC stab .

Спектр желаемых полюсов системы показан на
рис. 3,б. По полученным ранее собственным значе�
ниям матрицы динамики и приведенной на рис. 4,б
переходной характеристики можно сделать заклю�
чение об успешном решении задачи стабилизации
системы (7), полученной парой матриц А3 и В3 с
помощью закона управления (9) и матрицы регуля�
тора (23). Собственные значения матрицы системы
приобрели желаемые значения, а достаточно быст�
ро затухающие колебания угла (рис. 4,б) свидетель�
ствуют о резком улучшении демпфирующих
свойств исследуемой электрической системы.

Заключение. Модель электрической системы,
представляемая в виде матрицы АS, эффективна
при исследовании сложных электрических систем,

так как она проста и выгодна в вычислительном
отношении – состоит, как правило, из блоков ну�
левой и единичной матриц и соответственно разре�
жена [4, 11, 12]. Предложенный способ перемеще�
ния полюсов модели электрической системы про�
извольной сложности может быть использован для
оперативного управления режимами ЭЭС с выбо�
ром соответствующего закона АРВ.

Таким образом, современные матричные мето�
ды исследования динамических систем и их новые
конструкции (нули матриц, канонизация и т.д.) по�
зволяют управлять переходными режимами слож�
ных ЭЭС, перемещая полюса, и изменять качество
динамики исследуемых систем.
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