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Использование источников магнитного поля с
априори заданной конфигурацией широко распро�
странено в различных отраслях науки и техники.
Так, в магниторезонансных томографах, циклотро�
нах и магнитных линзах требуются высокооднород�
ные магнитные поля значительной интенсивности;
в коэрцитиметрах пондеромоторного типа для маг�
нитных испытаний материалов и магнитных сепа�
раторах для обогащения руды необходимо обеспе�
чить постоянство значения H Hgrad ; в функцио�
нальных магнитных датчиках линейных перемеще�
ний необходимы магнитные поля с заданной функ�
циональной зависимостью напряженности от коор�
динаты перемещения. Значительную долю таких
устройств составляют устройства с аксиально�сим�
метричными магнитными системами (МС). При
проектировании МС, содержащих ферромагнитные
элементы, необходимо определить значения их
конструктивных параметров, которые обеспечили
бы требуемую картину распределения магнитного
поля [1, 2]. В силу сложного характера зависимости
между значениями искомых параметров и топогра�
фией создаваемого поля задача их поиска обычно
формулируется и решается как задача параметриче�
ского синтеза. Также к проектируемым системам
предъявляется ряд дополнительных требований,
связанных с минимизацией объема их ферромаг�
нитных элементов, потребляемой мощности, огра�
ничений на допустимые геометрические размеры и
т.п., т.е. данная задача формулируется как много�
критериальная. Ввиду существенного прикладного

значения ее решение привлекает к себе серьезное
внимание исследователей.

Так, в статье [3] предложен метод численного
решения задачи формирования однородного маг�
нитного поля за счет изменения занимаемого фер�
ромагнетиком объема, который использовался для
класса МС, имеющих плоскость симметрии с вы�
деленной компонентой. При этом расчет поля осу�
ществлялся с использованием метода конечных
элементов (FEM), при применении которого на
конечные элементы разбивается не только объем,
занимаемый ферромагнетиком, но и окружающее
МС пространство, что значительно повышает раз�
мерность решаемой задачи. В [4] описан метод по�
иска оптимальной формы полюсов электромагни�
та, обеспечивающего однородное магнитное поле в
рабочей области межполюсного пространства.
Форма полюсов определялась с помощью совокуп�
ности подвижных точек, каждая из которых в про�
цессе оптимизации имела возможность переме�
щаться в некотором направлении на определенное
расстояние. При этом поиск формы полюсов сво�
дился к минимизации соответствующего функцио�
нала с использованием метода Лагранжа. При при�
менении линейной интерполяции получаемые в
результате полюса имеют ломаный профиль, что
существенно затрудняет их изготовление. Обеспе�
чить достаточную степень гладкости профиля по�
зволяет использование при описании его геомет�
рии кривых Безье и B�сплайнов, как, например,
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это было сделано в [5], где для поиска значений
оптимальных конструктивных параметров приме�
нялся метод анализа чувствительности в сочетании
с методом наискорейшего спуска.

В исследовании [6] для синтеза прецизионной
МС циклотрона был разработан комплекс вычис�
лительных программ, также основанных на методе
конечных элементов. Однако при изменении гео�
метрии МС приходилось заново генерировать ко�
нечно�элементную сеть, для чего требуются допол�
нительные временные и вычислительные затраты.
В исследованиях [3–6], использовавших при синте�
зе FEM, учитывались зависимости намагниченно�
сти ферромагнетика от напряженности поля. В
[7, 8] задача многокритериальной оптимизации па�
раметров МС магниторезонансного томографа ре�
шалась в несколько этапов с использованием опти�
мизационных схем, базирующихся на крупношаго�
вом методе поиска экстремума и методе Левенбер�
га–Марквардта. В этих и описанных выше иссле�
дованиях применялись локальные методы поиска
оптимума, что не всегда позволяет найти наилуч�
шее из возможных решений, особенно если учесть,
что возникающие при решении подобных задач це�
левые функции многоэкстремальны и имеют мно�
гомерный овражный характер. Также во всех пере�
численных работах основное внимание исследова�
телей было направлено на генерацию однородного
поля, хотя в большинстве реальных МС необходи�
мо обеспечивать и более сложные конфигурации
магнитных полей.

Цель нашего исследования – разработка метода
многокритериального оптимального синтеза акси�

ально�симметричных МС с ферромагнитными эле�
ментами и заданной конфигурацией магнитного
поля, основанного на гармоничном сочетании ап�
парата пространственных интегральных уравнений
(ПрИУ), глобального алгоритма оптимизации роем
частиц с эволюционным формированием состава
роя, технологии On/Off, метода Ньютона�GMRES
решения систем нелинейных уравнений большого
порядка с ускоренными операциями матрич�
но�векторного умножения, метода продолжения по
параметру, а также учета трансляционной симмет�
рии элементов разбиения.

Постановка задачи исследования. В статье ста�
вится задача оптимального синтеза аксиально�сим�
метричных МС с заданной конфигурацией магнит�
ного поля в рабочем объеме. Обеспечение требуе�
мого распределения магнитного поля осуществля�
ется путем выбора конструктивных параметров,
определяющих геометрию ферромагнитных эле�
ментов и катушек с током, входящих в состав МС.
Относительно магнитных свойств ферромагнетика
принимается предположение об их нелинейности,
кусочной однородности и изотропности, при этом
гистерезис не учитывается. В катушках протекает
ток постоянной плотности, а при проведении рас�
четов учитывается неоднородный характер созда�
ваемых ими магнитных полей. Обобщенная схема
синтезируемой МС представлена на рис. 1. Кон�
троль распределения магнитного поля в рабочем
объеме Ω осуществляется на множестве произволь�
но располагаемых в нем контрольных точек, что
допустимо в силу достаточной гладкости измене�

«ЭЛЕКТРИЧЕСТВО» № 4/2012 Многокритериальный синтез аксиально�симметричных магнитных систем 41

ПН1

ПН2

К1

К2

х

y

z

Рис. 1. Общий вид синтезируемой магнитной системы: ПН1, ПН2 – полюсные наконечники;
К1, К2 – катушки;Ω – рабочий объем



ния напряженности поля от точки к точке вдали от
границ раздела сред.

Реализация поставленной цели подразумевает
решение следующих подзадач: построение пара�
метризованной математической модели МС, позво�
ляющей проводить анализ распределения намагни�
ченности в ферромагнитных элементах и напря�
женности магнитного поля в контрольных точках,
а также разработка ее эффективной программной
реализации; выбор целевой функции, позволяю�
щей свести решение обратной задачи обеспечения
распределения поля с заданными свойствами к за�
даче поиска условного экстремума, при этом долж�
на быть обеспечена возможность учета критериев,
связанных, например, с материалоемкостью или
ограничениями на габаритные размеры; реализа�
ция эффективного алгоритма глобальной условной
оптимизации, адаптированного к решению задач в
многокритериальной постановке; тестирование
программного обеспечения и проведение соответ�
ствующих вычислительных экспериментов по син�
тезу МС.

Математическая и информационная модель акси�
ально�симметричной магнитной системы. Задача рас�
чета распределения намагниченности в ферромаг�
нитных элементах МС и напряженности поля в ее
рабочем объеме с учетом перечисленных в поста�
новке задачи факторов может быть решена с ис�
пользованием метода ПрИУ [9, 10]. Поскольку рас�
чет проводится при вычислении значения целевой
функции на каждом шаге работы оптимизационно�
го алгоритма, на эффективность вычислительного
процесса оказывают влияние как скорость расчета
поля, так и необходимое для нахождения опти�
мального значения параметров число итераций, т.е.
вычислительный процесс синтеза в целом является
весьма сложной задачей и необходима его оптими�
зация по критериям снижения ресурсоемкости и
временных затрат. Многократное решение прямой
задачи магнитостатики с применением метода
ПрИУ позволяет организовать вычислительный
процесс так, чтобы общая часть данных, участвую�
щая в расчетах, вычислялась на предварительной
стадии один раз с последующим многократным ис�
пользованием. Применяемые на практике МС об�
ладают различными видами симметрии, такими
как осевая, периодическая, зеркальная, учет кото�
рых позволяет во многих случаях сделать алгоритм
расчета поля менее ресурсоемким [11]. Так, учет
аксиальной симметрии позволяет понизить на
единицу размерность решаемой задачи, а трансля�
ционная симметрия вдоль оси z, которую также
предлагается учитывать, делает возможным ис�
пользование при численном решении ПрИУ мат�
риц специального вида, что, в свою очередь, по�

ложительно сказывается на скорости вычислитель�
ного процесса.

Остановимся на особенностях математической
модели и ее программной реализации более под�
робно. За основу расчета поля МС удобно исполь�
зовать ПрИУ относительно неизвестного распреде�
ления намагниченности [12]:
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которое должно быть дополнено материальным
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Разделив уравнение (1) на μ0 и воспользовав�
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Для обеспечения обратимости магнитной харак�
теристики на всей вещественной оси ее необходи�
мо скорректировать, как это сделано в [13], ис�
пользуя метод продолжения по параметру согласно
схеме

F H Q F H Q H Q( ( )) ( ( )) ( ) ( )*
� � �

= + −λ χ λ1 , (4)

где λ ∈[ , ]01 – вещественный параметр, значение ко�
торого стремится к единице по мере сходимости
используемого при расчете итерационного процес�

са; F H Q* ( ( ))
�

– исходная магнитная характеристика

ферромагнетика; χ – некоторое среднее значение

магнитной восприимчивости.
В силу аксиальной симметрии задачи при про�

ведении расчетов удобно воспользоваться цилинд�
рической системой координат. При этом для чис�
ленного решения уравнения (3) в расчетной облас�
ти на плоскости ρOz вводится регулярная сеть раз�
мером N Nzρ × , в результате чего пространственная
расчетная область представляется в виде регуляр�
ного набора концентрических колец. Число Nz ,
как это будет показано в дальнейшем, удобно вы�
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брать равным некоторой степени числа два. Пред�

полагается, что в пределах каждого такого элемента

разбиения вектор намагниченности постоянен:

M ( )ρ =const, M z( ) =const, M ( )ϕ =0. Таким образом,

решение задачи расчета распределения намагни�

ченности сводится к определению неизвестных на�

магниченностей элементарных объемов, которые

удобно представить в виде прямоугольного массива

размером N Nzρ × :
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ассоциируя их таким образом с соответствующими
элементами разбиения.

Выполнив преобразования, учитывающие акси�
альную симметрию и допущения о кусочно�посто�
янном распределении намагниченности, для ИУ
(3) можно записать дискретный аналог в виде сис�
темы нелинейных уравнений относительно элемен�
тов массива M:
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поля в центральных точках продольных сечений
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Векторы
�

Θi i j j1 2 2 1, , − и
�

Ξi i j j1 2 2 1, , − представляют

собой напряженности полей, создаваемых единич�
ными намагниченностями элементов разбиения
( , )i i1 2 , направленными вдоль осей ρ и z соответст�
венно, в точках Qi j1 1, . В силу регулярности исполь�
зуемого разбиения и того факта, что ядро ИУ (3)
зависит от разности аргументов, векторы
�

Θi i j j1 2 2 1, , − и
�

Ξi i j j1 2 2 1, , − зависят от разности индек�

сов j j2 1− , определяющей взаимное расположение
элементов разбиения вдоль оси z, т.е. имеет место
трансляционная симметрия. Таким образом, доста�
точно рассчитать и хранить в памяти компьютера
величины вида:
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иными словами, возможно проводить расчет коэф�
фициентов влияния лишь для точек вида Qi1 0, , рас�
положенных в первом вертикальном ряду элемен�
тов разбиения сети, что позволяет значительно
экономить оперативную память компьютера.

Используя формальную аналогию между поля�
ми, создаваемыми кольцеобразными ферромагнит�

ными элементами при M ( )ρ =const, M z( ) =const,

M ( )ϕ =0, и полями, создаваемыми располагаемыми
на их поверхностях слоями токов δ δ1 4−
(см. рис. 2), вычисление поверхностных интегралов
в выражениях (7) можно свести к однократному
интегрированию выражений:

h Q E k
z z

z z
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⎥
×

×
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z z

z z

h Q E k

Q P
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z
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π
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2
P Q Q P
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z z

z z
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⎢
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ρ

ρ ρ

ρ
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( ) ( )
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( P Q Q P

Q P

P Q Q P

z z

k
z z

+ + −

=
+ + −

ρ

ρ ρ

ρ ρ

) ( )
;

( ) ( )
,

2 2

2 2

4

(8)

описывающих напряженность магнитного поля,
создаваемого контуром с током, по образующим
элементов разбиения l l1 4− .
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Величины
�

Θi i j1 2 2, , и
�

Ξi i j1 2 2, , удобно объединить

в один трехмерный массив A, состоящий из мат�

ричных блоков размером 2 2× вида

Ai i j
i i j i i j

i i j
z

i
1 2 2

1 2 2 1 2 2

1 2 2 1

, ,
, ,
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, ,
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, ,
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⎞

⎠

⎟
⎟⎟
, (9)

элементы которых с использованием выражений
(8) можно рассчитать по формулам
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i i j i i j
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где I h dlk
lk

( )ρ
ρ ρ= ∫ ; I h dlk

z
z z

lk

( ) = ∫ .

Интегралы I k
( )ρ

и I k
z( )

вычисляются вдоль обра�

зующих поверхностей, ограничивающих элемент
разбиения ( , )i j2 2 , при этом точка наблюдения про�

бегает положения Qi1 0, , i N1 0 1= −, ρ . Для найденных

таким образом коэффициентов выполняются соот�
ношения

Θ Ξ

Θ Ξ

i i j i i j

i i j
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i i j
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, ,
( )

, ,
( )

, ,
(

− −

− −

ρ ρ

z
i i j i i j

i i j
z)
, ,

( )
, ,

( )

, ,
(

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟
=

−

Θ −Ξ

Θ
1 2 2 1 2 2

1 2 2

ρ ρ

)
, ,

( )Ξ
i i j
z

1 2 2

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟
, (11)

позволяющие проводить вычисления при отрица�
тельных значениях j2 .

Следовательно,

� �

Θ Ξi i j j i j i i j j i j
zM M

1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2
, , ,

( )
, , ,

( )
− −+ =ρ

= −A Mi i j j i j1 2 2 1 2 2
, , ,

�

(12)

и система уравнений (5) записывается как

F M Mi j i j
− + =1

1 1 1 1( ), ,

� �

= +−
==
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∑∑ ( , , , ,

A M Hi i j j
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N
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1 110
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Следует обратить внимание на то, что присутст�
вующее здесь выражение

A Mi i j j
j

N

i j
i

N z

1 2 2 1
2

1

2 2
2

1

10
, , ,−

==

−−
∑∑

�ρ
(14)

по индексам i1 и i2 формально соответствует умно�
жению на матрицу, а по индексам j1 и j2 – линей�
ной свертке. Результат действия на массив M по
данной схеме обозначим A M⋅ i .

Вводя в рассмотрение нелинейный оператор
M=F(H), ставящий в соответствие значениям на�
пряженности поля каждого из элементов разбие�
ния соответствующие значения их намагниченно�
стей и действующий по схеме
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(15)

а также обозначая H F= −1( )M оператор, в котором

используется обратная магнитная характеристика
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Рис. 2. Кольцевой элемент разбиения
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уравнение (5) можно переписать в виде:

F M M A M H− + = ⋅ +1 0( ) ( ) (17)

или

R(M) 0= , (18)

где R(M) A M+H F (M) M= ⋅ − −−( )0 1 .

Уравнение (18) решается методом Ньюто�
на�GMRES, в котором используется матрица Яко�
би нелинейного оператора R(M), имеющая вид

W
R

M
A J M E= = − −−д

д
1( ) , (19)

где J – матрица Якоби нелинейного оператора
M F(H)= , которая в силу специального вида этого
оператора также может быть представлена в виде
массива:
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Воспользовавшись теоремой о дифференциро�

вании обратной функции, матрицу Якоби операто�

ра H F (M)= −1 представим в виде массива:
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В данных выражениях под J понимается матри�

ца Якоби отображения
� �

M F H= ( ), имеющая разме�

ры 2 2× . В предположении однородности и изо�
тропности нелинейных магнитных характеристик

зависимость
� �

M F H= ( ) имеет вид
� �

M H H=χ( ) , где

H H Hz= +ρ
2 2 , и, следовательно, если зависимость

для χ( )H задана аналитически, то при вычислении
J можно воспользоваться выражением вида

J H
дM

дH

д H H

дH
( )

( ( ) )�
�

�

�

�= = =χ

=

H

H

d

dH
H

H H

H

d

dH
H H

H

d

dH

H

H

d

dH
H

z

z z

ρ ρ

ρ

χ χ χ

χ χ χ

2

2

+

+

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

( )

( )

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

. (22)

В классической схеме метода Ньютона при ре�
шении уравнения R(M) 0= на каждом шаге итера�
ционного процесса вычисляется матрица Якоби W
и решается система линейных уравнений
W M R M⋅ =Δ n n( ), после чего осуществляется кор�
ректировка текущего решения по схеме
M M Mn n n= −1 −Δ . В методе Ньютона�GMRES ΔMn
вычисляется в результате применения метода обоб�
щенных минимальных невязок GMRES, при ис�
пользовании которого наиболее ресурсоемким яв�
ляется этап построения подпространства Крылова
[14]:

K R M W R M WR Mm n n n( ( ), ) { ( ), ( ),− − −=1 1 1span

W R M W R M2
1

1
1( ),..., ( )}n

m
n−

−
− , (23)

поскольку при этом необходимо осуществлять
многократное умножение на W. Ускорение этой
операции может быть выполнено с использованием
ряда алгебраических преобразований и последую�
щего применения быстрого преобразования Фурье
(БПФ) [15], для чего линейная свертка в выраже�
нии (14) должна быть преобразована в цикличе�
скую. Для этого элементы массива A представляют�
ся в виде суммы элементов массивов B и C:

A B Ci i j i i j i i j1 2 2 1 2 2 1 2 2, , , , , ,− − −= + , (24)

элементы которых, в свою очередь, при j2 0≠ вы�
числяются по формулам:

B
A A

C
A

i i j
i i j i i N j

i i j
i i

z

1 2 2

1 2 2 1 2 2

1 2 2

1

2, ,
, , , ,

, ,
,

;=
+

=

− −

2 2 1 2 2

2

, , ,
;

− −+j i i N jA
z

(25)

B Ai i i i1 2 1 20 0, , , ,= , Ci i1 2 0 0, , = при j0 0= . (26)

В результате этого выражение (14) приводится к
виду
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В свою очередь, массив C преобразуется в мас�
сив ′C по схеме

′ = −
C Ci i j

j
i i j1 2 2

2
1 2 2, , , ,σ , (28)

где σ

π

=e
i
N z , i 2 1=− .

При вычислении с использованием этих выра�
жений учитывается правило знаков (11). К полу�
ченным таким образом массивам применяется ал�
горитм БПФ по индексу j2 при всевозможных
фиксированных значениях индексов i1 и i2 . В ре�

зультате этого формируются массивы �B и � ′C со
структурой, аналогичной исходным массивам. Для
выполнения операции A M⋅ необходимо с исполь�
зованием алгоритма БПФ получить Фурье�образ

массива M по индексу j2 , который обозначим �M, а

также аналогичный Фурье�образ массива ′M , эле�
менты которого вычисляются по формуле

′ = −
M Mi j

j
i j2 2

2
2 2, ,σ , (29)

который обозначим � ′M .
С использованием теоремы о свертке Фурье�об�

раз результата операции H=A M⋅ может быть полу�
чен по формуле
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2

1

0
,

,
ρ

(30)
а, следовательно, окончательный результат для H
может быть получен из �H в результате применения
операции обратного БПФ по индексу j1. Таким об�
разом, от двукратного суммирования в формулах
(5), (13), (14) удалось перейти к однократному, что
с учетом оценки трудоемкости для алгоритма БПФ
позволило понизить трудоемкость выполнения

операции A M⋅ с ~N Nzρ
2 2 до ~ logN N Nz zρ

2
2 , что

дает существенный выигрыш во времени при боль�
ших значениях Nz .

На основании набора значений параметров, ха�
рактеризующих синтезируемую МС, формируется
битовый образ, определяющий геометрическую

конфигурацию входящих в ее состав ферромагнит�
ных элементов
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(31)

При этом форма ферромагнитных частей МС
определяется включением или не включением в их
состав элементов разбиения в соответствии с тех�
нологией On/Off, как это показано на рис. 1. При
построении битового образа используется набор
геометрических примитивов, в соответствии с ко�
торыми осуществляется его заполнение. При этом
форма ферромагнитных элементов формируется в
результате объединения некоторой совокупности
примитивов, реализуя тем самым требуемую гео�
метрию МС, соответствующую значениям ее кон�
структивных параметров. Битовый образ ферромаг�
нитных элементов является основной составляю�
щей входной информации для расчета поля и обес�
печивает связь между алгоритмом расчета поля и
оптимизационным алгоритмом. Значением bi j1 1,
определяется вхождение слагаемых в выражениях
(5), (13) и (14), при этом, если bi j1 1

0, = , то соответ�

ствующее значение
�

Mi j1 1, также считается равным

нулю, что позволяет игнорировать не вошедшие в
состав ферромагнитных деталей элементы разбие�
ний. То же правило соблюдается и при выполне�
нии всех поэлементных арифметических операций
с участвующими в расчетах прямоугольными мас�
сивами. Битовые образы всех рассматриваемых ва�
риантов МС, возникающие в результате примене�
ния алгоритма глобальной оптимизации, относятся
к одной и той же регулярной сети, что позволяет
при решении системы нелинейных уравнений ис�
пользовать общий заранее определенный массив A.

Алгоритм глобальной оптимизации. В задачах па�
раметрического синтеза МС в качестве искомых
выступает набор значений конструктивных пара�

метров x S= ∈ ⊂ℜ−{ , ,..., }x x xn
n

0 1 1 , характеризую�

щих геометрию ферромагнитных элементов и кату�
шек с током, а также плотности токов в них. При
этом структура системы считается заданной и фор�
мируется на предварительной стадии проектирова�
ния, число параметров n принимается неизмен�
ным. Пространство поиска S определяется систе�
мой ограничений на значения конструктивных па�
раметров, обусловленных выбранной структурой
МС. Опыт проведения расчетов показал, что воз�
никающие в задачах синтеза целевые функции
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имеют достаточно сложную топографию, являются
многоэкстремальными, зачастую имеют многомер�
ный овражный характер и зоны типа плато. Поиск
глобального экстремума таких целевых функций
детерминированными методами затруднен, и пер�
спективным является использование стохастиче�
ских алгоритмов, не накладывающих существен�
ных ограничений на вид целевой функции и не
требующих вычисления производных. Для решения
поставленной задачи авторами разработан гибрид�
ный алгоритм, сочетающий в себе элементы двух
популярных стохастических алгоритмов – алгорит�
ма оптимизации роем частиц PSO и генетического
алгоритма GA [16]. Оба этих подхода относятся к
классу бионических мультиагентных методов и
предполагают введение в пространстве поиска не�

которого набора точек X x x x S= ⊂−{ , ,..., }( ) ( ) ( )0 1 1m ,

положение которых изменяется согласно некото�
рой стохастической стратегии в зависимости от со�
ответствующих значений целевой функции. В ме�

тоде PSO [17] с точками (частицами роя) x( )j ассо�

циируются их скорости v ( )j , множество которых

обозначается V v v v= −{ , ,..., }( ) ( ) ( )0 1 1m . На каждой ите�

рации алгоритма PSO обновление скоростей про�
исходит по формуле

′ = + − + −v v x x x x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )j j
L
j j

G
j jc r c rω 1 1 2 2 , (32)

где ω – инерционный коэффициент; c1 – коэффи�
циент, характеризующий индивидуальное поведе�

ние частицы; xL
j( )

– лучшее решение, найденное

j�й частицей на всей ее траектории движения; c2 –
коэффициент, характеризующий коллективное по�

ведение частицы; xG
j( )

– лучшее решение, найден�

ное частицами, соседними по отношению к j�й,
соседство частиц определяется в соответствии с не�
которым бинарным отношением на множестве X,
которое может быть задано, например, с использо�
ванием бинарной матрицы, изменяющейся по оп�
ределенным правилам; r r1 2 01, [ , ]∈ – случайные чис�
ла с равномерным законом распределения. Новое
положение частиц определяется в соответствии с
формулой

′ = + ′x x v( ) ( ) ( )j j j . (33)

Таким образом, частицы роя обмениваются ин�
формацией о топографии целевой функции и, реа�
лизуя парадигму роевого интеллекта, исследуют
пространство поиска, перемещаясь и концентриру�
ясь в его наиболее перспективной области, содер�
жащей глобальный экстремум.

В алгоритме GA множество X рассматривается
как популяция, в которой выделяется подмножест�
во XMP , называемое родительским пулом. На каж�
дом этапе работы генетического алгоритма проис�
ходит упорядочение элементов из X таким образом,
что в множестве XMP оказываются лучшие с точки
зрения значения целевой функции его представи�
тели. Остальные элементы замещаются элемента�
ми, полученными из представителей множества
XMP посредством применения стохастических
операторов скрещивания и мутаций, поддерживаю�
щих определенный баланс наследственности и из�
менчивости. Путем многократного повторения
описанной последовательности действий организу�
ется эволюционный поиск оптимального решения.

В предложенном авторами гибридном варианте
оптимизационного алгоритма в множестве точек X
выделяются два подмножества

X X XMP PSO⊂ ⊂ . (34)

К частицам роя, принадлежащим множеству
X PSO , определенное число раз применяются пра�
вила обновления скоростей и положений (32), (33),
после чего проводится упорядочение точек множе�
ства X таким образом, чтобы частицы с меньшим
значением целевой функции оказались в подмно�
жестве X PSO , остальные элементы из X замещают�

ся результатами применения генетических операто�
ров к элементам подмножества XMP . При этом
также эволюционирует и топология связей между
частицами. Процесс повторяется достаточное для
нахождения приемлемого решения число раз.

Подробное описание гибридного алгоритма,
оценка его эффективности и верификация на мно�
гоэкстремальных и овражных функциях приведены
в [16]. Там же показано, что число вычислений це�
левой функции при использовании гибридного ал�
горитма, необходимое для достижения приемлемо�
го результата, имеет меньшее по сравнению с ис�
пользованием каждого из алгоритмов PSO и GA в
отдельности значение, что является особенно важ�
ным в задачах оптимального параметрического
синтеза МС. Кроме того, эффективность гибрид�
ного алгоритма продемонстрирована при синтезе
МС с постоянной намагниченностью ферромагне�

тика
�

M =const и учете линейной зависимости на�
магниченности от напряженности поля [18–20].

Выбор целевой функции. При проектировании
МС к конструкции предъявляется ряд требований,
что обуславливает необходимость решения задачи
поиска оптимальных значений ее конструктивных
параметров в виде задачи многокритериальной оп�
тимизации. При этом с каждым из предъявляемых
требований должна быть ассоциирована некоторая
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целевая функция, минимизация или максимизация
которой позволяет обеспечить необходимые свой�
ства проектируемой МС. Наиболее строгими явля�
ются требования, предъявляемые к распределению
поля в рабочем объеме МС. Поскольку контроль
распределения поля осуществляется на множестве

контрольных точек { } { , }Ωk k
K

k k k
Kz=

−
=
−=0

1
0
1ρ , располо�

женных в рабочем объеме, то проверка его соответ�
ствия некоторой функциональной зависимости по
каждой из компонент может быть осуществлена
согласно критериям:

ϕ ρ ρρ ρ ρ
H k k

k

K

k k
pH z H z( ) ( ) ( )( ) ( , , ) ( , ) min;x x= − →

=

−
∑ req

0

1

ϕ ρ ρ
H
z z

k k
z

k

K

k k
pH z H z( ) ( ) ( )( ) ( , , ) ( , ) min,x x= − →

=

−
∑ req

0

1

(35)

где H zk k
( ) ( , , )ρ ρx и H zz

k k
( ) ( , , )x ρ – значения на�

пряженности магнитного поля, полученные на ос�
новании численного расчета и зависящие от набо�
ра значений конструктивных параметров x;

H zk kreq
( ) ( , )ρ ρ и H zz

k kreq
( ) ( , )ρ – требуемое распреде�

ление напряженности поля в рабочем объеме, за�
данное аналитически либо таблично и выбор кото�
рого осуществляется индивидуально для каждого
конкретного случая в зависимости от функцио�
нального назначения проектируемой МС; p – ве�
щественный положительный показатель степени.

В случае реализации заданного распределения
поля по обеим составляющим удобно воспользо�
ваться объединенным критерием

ϕ ϕ ϕρ
H H H

z
( ) ( ) ( )

( ) ( )
x x x= + . При этом необходимым ус�

ловием физической реализуемости требуемого за�

кона распределения напряженности поля
�

H req в

рабочем объеме, не содержащем ферромагнетиков
или проводников с током, является выполнение

для него фундаментальных соотношений rot req

�

H и

div req

�

H . Однако указание достаточных условий су�

ществования или единственности решения обрат�
ной задачи создания поля требуемой конфигура�
ции ввиду значительной сложности является за�
труднительным и в подавляющем большинстве
случаев задача нахождения значений конструктив�
ных параметров, при которых в рабочем объеме

МС реализуется
�

H req , относится к некорректно

поставленным. Поэтому при проектировании МС
осуществляется поиск псевдорешения.

В функциональные зависимости H zreq
( ) ( , )ρ ρ и

H zz
req
( ) ( , )ρ могут быть введены параметры, значения

которых определяются на основании результатов

численного расчета напряженности поля в рабочем
объеме. Например, в случае необходимости обеспе�
чения для аксиальной составляющей напряженно�
сти поля в цилиндрическом рабочем объеме линей�
ного закона изменения вдоль оси z на основании
численного анализа проводится оценка градиента
согласно выражению

g
H H

z z
=

−
−

2 1

2 1
, (36)

где H 2 и H1 – значения аксиальных составляющих
напряженности поля в центральных точках торце�
вых поверхностей рабочего объема, определяемые
численно; z1 и z2 – соответствующие значения ко�
ординаты вдоль оси z.

Тогда для линейного распределения напряжен�
ности поля можно записать выражение

H z g z z Hz
req
( ) ( , ) ( )ρ = − + =1 1

=
−
−

− +
H H

z z
z z H2 1

2 1
1 1( ) , z z z∈[ , ]1 2 , (37)

и в случае, когда необходимо обеспечить макси�
мальное значение градиента напряженности поля,
вводится дополнительный критерий

ϕ g g
H H

z z
( ) maxx = =

−
−

→2 1

2 1
. (38)

Во многих устройствах, в которых используется
пондеромоторное действие магнитного поля, тре�
буется обеспечить в рабочем объеме постоянство

величины H
д

дz
Hz z( ) ( ) и условия

д

д
H z

ρ
( ) =0. В этом

случае теоретическое распределение напряженно�
сти поля описывается зависимостью

H z Az Bz
req
( ) ( , )ρ = + , (39)

где A
H H

z z
=

−
−

2
2

1
2

2 1
и B

H z H z

z z
=

−
−

1
2

2 2
2

1

2 1
– параметры

H1, H 2 и z1, z2 (они определяются так же, как и в
предыдущем случае); при этом величина

H
д

дz
H

Az z( ) ( ) =
2

может выступать в качестве опти�

мизируемого критерия.
Также возможным является введение критери�

ев, связанных с максимизацией значения напря�
женности магнитного поля в отдельных контроль�
ных точках рабочего объема, например в его цен�
тре:

ϕ ρ
c cH( ) max( )x = → . (40)
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Для снижения материалоемкости существенное
значение имеет минимизация объема, занимаемого
ферромагнитными элементами МС, в соответствии
с критерием

ϕ
V

V V

V V
( ) minmin

max min
x =

−
−

→ , (41)

где V – текущий объем, занимаемый ферромагнит�
ными частями магнитной системы; Vmin и Vmax –
его возможные минимальное и максимальное зна�
чения соответственно.

Решение задачи векторной оптимизации осуще�
ствляется путем скаляризации ее целевой функции
в результате агрегирования отдельных критериев
[21, 22], например,

ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ

α β

γ δ
( )

( ) ( )

( ) ( )
minx

x x

x x
= →H V

g c

, (42)

где α, β, γ , δ – показатели степени, определяющие
приоритет частных критериев, значения которых
выбираются в соответствии с условиями решаемой
задачи. Таким образом, аналогично может быть по�
строена целевая функция с необходимым числом
частных критериев.

Верификация программного обеспечения. Провер�
ка корректности результатов анализа поля, полу�
ченных с использованием разработанного про�
граммного обеспечения, проводилась для случая
расчета поля как в объеме ферромагнетика, так и в
окружающем его пространстве путем сопоставле�
ния результатов численного моделирования с ана�
литическими и эмпирическими зависимостями.
Расчет поля в объеме ферромагнитного тела прово�
дился на примере намагничивания цилиндрическо�
го образца однородным магнитным полем напря�
женностью H0 1= кА/м, направленным вдоль его
оси (см. рис. 3,а). Образец имел диаметр d=5 мм и
длину 2 100l = мм. При численном моделировании
объем тела разбивался на кольцевые элементы с
шагом дискретизации 0,5 мм по осям ρ и z. Для
тела данной формы известна полуэмпирическая
формула Розенблата [23], позволяющая рассчитать
его центральный коэффициент размагничивания

N
d

l

l

dц = −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

2

24

2 4
1ln

,
. (43)

Формула получена в предположении, что мате�
риал стержня обладает бесконечно большой маг�
нитной проницаемостью (μ→∞) и отношение дли�
ны к диаметру образца 2 1l d/ >> . Погрешность рас�
чета центрального коэффициента размагничивания
по данной зависимости не превышает 3–4 %. Тогда
напряженность магнитного поля в центре цилинд�

рического образца может быть вычислена по фор�
муле

H
H

Nц
0

ц1+
=

χ
, (44)

где χ μ= −1 – магнитная восприимчивость материа�
ла образца.

Распределение напряженности поля вдоль его
оси описывается приближенной зависимостью

H H C
z

lz = − −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟ц 1 1

2

, (45)

где постоянная величина C =0 8, , а значение коорди�
наты z l∈[ , ]0 2 .

Численный эксперимент с учетом линейной за�
висимости магнитных характеристик показал, что
при χ=1000 рассчитанное значение напряженности
поля в центре стержня отличается от полученного
по формуле (44) на 2,8%. Дальнейшее увеличение
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Рис. 3. Геометрические модели анализируемых объектов: а –
цилиндрический образец; б – сферический экран



значения магнитной восприимчивости до χ=10000
приводит к погрешности, не превосходящей 0,9%.
Результаты численного и аналитического расчетов
распределения напряженности магнитного поля
вдоль оси образца представлены на рис. 4.

При моделировании также проводилась оценка
машинного времени, затрачиваемого на расчет рас�
пределения намагниченности в ферромагнитном
образце при использовании ускоренных матрич�
но�векторных операций для различных значений

шага дискретизации. Результаты оценки времени
проиллюстрированы на рис. 5, из которого видно,
что применение ускоренного умножения матрицы
на вектор с использованием БПФ снижает время,
затрачиваемое на решение системы линейных
уравнений. Выигрыш времени счета становится
особенно заметным при уменьшении шага дискре�
тизации.

Для случая расчета поля вне объема, заполнен�
ного ферромагнетиком, верификация осуществля�
лась на модельном примере, где в качестве объекта
использовался сферический экран, помещенный в

однородное магнитное поле
�

H0 (см. рис. 3,б). При

этом поле внутри полости экрана в линейном слу�
чае, как известно [24], является однородным и
имеет напряженность, которую можно вычислить
по формуле

�
�

H
H

r

R

=

+ −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ +

+ −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

0

1
2

9
1

1

1
1

3

3 χ
χ

, (46)

где R – радиус экрана; r – радиус полости.
Внешний радиус экрана принимался равным

R=100 мм, внутренний r =75 мм. Напряженность
внешнего магнитного поля составляла H0 1= кА/м.
Стенки экрана разбивались с шагом 0,5 мм на
27 494 кольцевых элемента. Расчет поля проводил�
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ся в центре экрана, а также в ряде контрольных то�
чек, расположенных в полости экрана на расстоя�
нии 0,5R от его центра. При данных значениях па�
раметров максимальное расхождение численного и
аналитического решений при χ=100 составило
5,1%. При более мелком разбиении с шагом
0,33 мм, содержащем 61862 элемента и позволяю�
щем более точно описать геометрию экрана, расхо�
ждение с аналитическим решением не превышало
3,4%. Погрешность однородности поля в полости
экрана для численного примера не превышала
1,1%.

Таким образом, результаты верификации под�
тверждают адекватность разработанных математи�
ческой и информационной моделей.

Примеры оптимального синтеза МС. В качестве
первого модельного примера использования разра�
ботанного метода рассмотрим синтез аксиаль�
но�симметричной МС, предназначенной для созда�
ния в рабочем объеме магнитного поля с постоян�
ным значением аксиальной составляющей гради�
ента напряженности grad constHz = . Во всех рас�
сматриваемых модельных примерах полюсные на�
конечники представлялись совокупностью из трех
полюсных ферромагнитных элементов, варьирова�
нием радиусов ρ и высот h которых обеспечивалось
априори заданное распределение напряженности
поля. Рабочий объем Ω имел форму цилиндра диа�
метром d=10 мм и длиной 2 10l = мм, контрольные
точки в котором располагались регулярно с шагом
1 мм по обеим координатным осям. Общая длина
МС составляла L=100 мм, внешний радиус R=30
мм, а толщина стенки D=5 мм. Размеры и располо�
жение катушек при проведении синтеза оставались
неизменными, их длина выбиралась равной Lc =15
мм, внутренний и внешний радиусы составляли
R1 10= мм и R2 20= мм соответственно; плотность
тока в катушках была 2 A/мм2. При расчете напря�
женности магнитного поля учитывалась нелиней�
ная магнитная характеристика ферромагнетика, за�
даваемая соотношением (4), в котором начальное
значение λ=0 95, , χ =100. Зависимость F H( ) описы�
валась аналитически уравнением [25]:
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π , со следую�

щими значениями параметров, зависящими от ма�

териала ферромагнетика: Hcs =760 A/м,

Ms = ×1 72 106, A/м, Mrs = ×0 97 106, A/м,

Mc = ×0 48 106, A/м, χн =89.

Для аппроксимации ферромагнитных элементов
в расчетной области R L× вводилась регулярная
сеть с шагом 1 мм по осям ρ и z. При этом общее
число элементов разбиения системы составляло
порядка трех тысяч. На значения параметров по�
люсных элементов накладывались следующие огра�
ничения:

h h h i
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(49)

где hmin =25 мм, hmax =42 мм, Rmax =20 мм.
В качестве целевой функции, позволяющей

оценить постоянство градиента напряженности
магнитного поля в рабочем объеме системы, ис�
пользовалась функция, задаваемая соотношением
(42). При этом весовые коэффициенты выбирались
равными α γ δ= = =1, β=0 5, ; показатель степени в вы�
ражении (35) принимался равным p=2, при этом
требуемое линейное распределение аксиальной со�
ставляющей напряженности магнитного поля
вдоль оси МС задавалось соотношением (37). В ре�
зультате синтеза оптимальных значений парамет�
ров МС, обеспечивающих требуемое распределение
поля в ее рабочем объеме (grad constHz = ), было по�
лучено:

для левого полюсного наконечника:
h1 28= мм, ρ1 2= мм; h2 30= мм, ρ2 16= мм;
h3 42= мм, ρ3 18= мм;
для правого полюсного наконечника:
h4 40= мм, ρ4 12= мм; h5 33= мм, ρ5 17= мм;
h6 36= мм; ρ6 18= мм.
При этом относительная погрешность воспро�

изведения заданного распределения магнитного
поля не превышала ε =0 34, %, а само значение гра�
диента напряженности поля составляло
gradHz =407 A/м/мм. Графики распределения маг�
нитного поля, а также погрешности синтеза поля в
рабочем объеме показаны на рис. 6. Внешний вид
синтезированных полюсных наконечников проил�
люстрирован на рис. 7,а.

В качестве второго примера синтеза рассмотрим
задачу поиска оптимальных значений параметров
полюсных наконечников МС, обеспечивающих по�
стоянство в рабочем объеме значения H Hz zgrad .
Решение искалось при тех же ограничениях, маг�
нитной характеристике ферромагнетика и геомет�
рии МС, как и в первом примере. Требуемое рас�
пределение поля задавалось соотношением (39). В
результате синтеза численные решения для этого
примера были следующие:
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для левого полюсного наконечника: h1 39= мм,
ρ1 6= мм; h2 30= мм, ρ2 10= мм; h3 42= мм, ρ3 18=
мм;

для правого полюсного наконечника: h4 25= мм,
ρ4 0= мм; h5 41= мм, ρ5 13= мм; h6 32= мм, ρ6 16=
мм.

Полученные значения параметров полюсных
наконечников обеспечивают в рабочем объеме по�

стоянство значения H Hz zgrad = ⋅6 106 A2/м2/мм с

погрешностью не более ε =0 57, %. Отметим, что у
одного из полюсных элементов правого полюсного
наконечника радиус ρ4 0= , т.е. для обеспечения
требуемого распределения поля достаточно исполь�
зовать два цилиндрических выступа. Распределение
значения H Hz zgrad и относительной погрешности
воспроизведения поля в рабочем объеме МС, а
также внешний вид полюсных наконечников про�
иллюстрированы на рис. 7,б и 8. Отклонение ради�
альной составляющей напряженности магнитного
поля от нуля в этом и предыдущем примере не
превышало 10%.

Приведенные примеры показывают высокую
эффективность разработанного метода синтеза и
реализующего его программного обеспечения, ко�
торые позволяют обеспечивать как однородное
распределение поля, так и распределения более
сложного вида.

Выводы. 1. Разработан эффективный метод
многокритериального оптимального параметриче�
ского синтеза аксиально�симметричных магнитных
систем с ферромагнитными элементами, позво�
ляющий обеспечить заданную конфигурацию маг�
нитного поля в рабочем объеме проектируемого
устройства.

2. Гармоничное сочетание в рамках метода ап�
парата пространственных интегральных уравнений,
глобального алгоритма оптимизации роем частиц с
эволюционным формированием состава роя, тех�
нологии On/Off, метода Ньютона�GMRES решения
систем нелинейных уравнений большого порядка с
ускоренными операциями матрично�векторного
умножения, метода продолжения по параметру, а
также учет трансляционной симметрии позволили
организовать процесс синтеза с минимальными
требованиями к вычислительным ресурсам.

3. Применение разработанного метода позволи�
ло обеспечить требуемое распределение напряжен�
ности магнитного поля в рабочем объеме магнит�
ной системы с погрешностью, не превосходящей
ε =0 34, % для случая поля, изменяющегося по ли�
нейному закону, и ε =0 57, % для случая распределе�
ния поля с постоянным значением H Hgrad .
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