
Перерасчет токов нагрузок активного многополюсника
с изменяемыми параметрами на основе проективной геометрии

ПЕНИН А.А.

В системах автономного электропитания, на�
пример постоянного тока, содержащих источник
питания конечной мощности и некоторое число
резистивных нагрузок c изменяемыми значениями
сопротивлений, отмечается взаимовлияние этих
нагрузок. Поэтому одной из задач анализа таких
систем (многополюсников) является получение
формул перерасчета токов нагрузок. Близким к по�
добной задаче является перерасчет токов уже за�
данных нагрузок при изменении параметров этого
многополюсника.

В теории электрических цепей определенное
внимание уделяется расчетам цепей с изменяемы�
ми параметрами элементов. В частности, в учебни�
ках приводятся линейные соотношения между то�
ками (напряжениями) в двух ветвях цепи при из�
менении сопротивления в любой другой ветви и
излагается теорема вариации, которая связывает
изменение тока и приращение сопротивления в
той же или разных ветвях [1]. Известны также пуб�
ликации, в которых рассматривается теорема ва�

риации для произвольного числа изменяемых со�
противлений [2–4]. При перерасчете цепи в связи с
рядом изменений значений сопротивлений прира�
щения отсчитываются относительно исходной
цепи. Невыполнение групповых свойств ограничи�
вает возможности теоремы вариации, особенно в
случае сопоставления режимов разных цепей, зада�
ния эквивалентных режимов или их изменений.

В ряде статей автора развивается подход к ин�
терпретации изменений или «кинематики» режи�
мов на основе проективной геометрии [5–7]. В ча�
стности, получены формулы перерасчета токов на�
грузок при изменении проводимостей последних в
виде проективных преобразований, которые обла�
дают групповыми свойствами. Это позволяет выра�
зить конечные значения токов через промежуточ�
ные изменения токов и проводимостей. Изменения
элементов вводятся иным образом в отличие от
якобы очевидных изменений в виде приращений,
которые являются формальными и не отражают
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суть наблюдаемых взаимовлияний: сопротивле�
ние–ток.

Поэтому естественно применить проективные
преобразования для перерасчета токов заданных
нагрузок при изменении значений проводимостей
или параметров активного многополюсника, что и
составляет содержание данного исследования. Для
упрощения поставленной задачи рассмотрим ак�
тивный четырехполюсник с проводимостями на�
грузок Yн1, Yн2 и изменяемыми проводимостями
yN , y N0 на рис. 1. Указанные проводимости могут
входить, соответственно, в состав буферной (или
третьей) нагрузки и внутренней проводимости ис�
точника напряжения U0.

Проективные координаты активного четырехпо�
люсника. Изменение проводимостей нагрузок. Запи�
шем необходимые соотношения, полученные в [7].
С учетом указанных токов на рис. 1 четырехполюс�
ник будет описываться через Y �параметры следую�
щей системой:

I

I

Y Y

Y Y

U

U

I
1

2

11 12

12 22

1

2

1�

�
�
�

�

�
�
� �

	

	

�

�
��

�

�
��
�

�
�
�

�

�
�
� 


SC

SCI
2

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�
, (1)

где I SC
1

, I SC
2

– токи КЗ обеих нагрузок.

С учетом того, чтоU I Y1 1� / н1,U I Y2 2� / н2 , из
системы (1) получаются уравнения двух пучков
прямых линий – ( , , )I I Y1 2 0н1 � , ( , , )I I Y1 2 0н2 � с па�
раметрами Yн1, Yн2 (рис. 2). Пучку прямых с пара�
метром Yн1 соответствует центр пучка в точке G2 .
Физически центр пучка соответствует такому ха�
рактерному режиму нагрузкиYн1, который не зави�
сит от её значений. Это выполняется при I1 0� за
счет выбора параметров второй нагрузки, которые

обозначим как I I G2 2
2� , Y Y Gн2 н2

2� .

Аналогично выражаются параметры центра G1
второй нагрузки: I G

1
1, Y G

н1
1.

Пусть текущий или исходный режим соответст�

вует точке M1, которая задается значениями нагру�

зок Y
н1
1 , Y

н2
1 и токов I

1
1, I

2
1 . Также эта точка опре�

деляется проективными неоднородными m
1
1, m

2
1 и

однородными координатами �
1
1, �

2
1 , �

3
1 , которые за�

даются координатным треугольником G G1 20 и
единичной точкой SC. Точка 0 соответствует нача�
лу координат, а прямая G G1 2 является бесконечно
удаленной прямой.

Неоднородная проективная координата m
1
1

задаётся сложным отношением четырех точек:
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(2)
Крайним или базовым значениям соответствуют

Y
н1

�0, Y Y G
н1
1

н1
1� . Точка Y

н1
� � является единич�

ной. На рис. 2 показаны значения m1. Для точки

Y Y G
н1
1

н1
1� проективная координата m1 � �, что опре�

деляет смысл бесконечно удаленной прямой G G1 2 .
Аналогично получается сложное отношение для

проективной координаты m
2
1 .
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Отношение однородных проективных коорди�
нат задают неоднородные координаты:
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где � – коэффициент пропорциональности.
Однородные координаты определяются через

отношение расстояний точек M1, SC до сторон ко�
ординатного треугольника:
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где � 3 – нормирующий множитель.
Тогда однородные координаты можно предста�

вить в матричном виде:
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Обратное преобразование имеет вид:
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Отсюда переходим к токам:
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Пусть теперь режим изменился, что соответст�

вует переходу M M1 2� на рис. 3. Точка M 2 (да�
лее – последующий режим) определяется нагрузка�

ми Y
н1
2 , Y

н2
2 и токами I

1
2 , I

2
2 . Неоднородные коор�

динаты определяются аналогично (2). Изменение
режима, естественно, выражается через сложные
отношения:
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Выражения (9) можно интерпретировать как от�
носительные изменения проводимостей нагрузок, а

величины Y G
н1
1, Y G

н2
2 являются масштабами для

нормирования значений проводимостей нагрузок.

Однородные координаты точки M 2 выражаются
аналогично (4), а токи определяются по выражени�

ям (8). С учетом (9) представим m
1
2 и m

2
2 в виде:
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и с учетом выражения (7) имеем:
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Используя (6), получим результирующее преоб�
разование как произведение двух матриц:
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откуда переходим к искомым токам:
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(11)

Полученные соотношения позволяют провести
перерасчет токов при соответствующем изменении
проводимостей нагрузок. Выражение (11) – как

проективное преобразование с параметрами m
1
21,

m
2
21, позволяет перевести любые исходные точки

плоскости I1, I 2 в новое положение, как показано
стрелками на рис. 3, где указаны неподвижные
точки и прямые линии, которые отмечены овалами
со стрелками. Как уже отмечалось, эти соотноше�
ния обладают групповыми свойствами. Пусть ре�
жим ещё раз изменился, т.е. получили значения

изменений m
1
32 , m

2
32 . Тогда конечное значение ре�

жима: m m m m m m m m
1
3

1
32

1
2

1
32

1
21

1
1

1
31

1
1� � � , m m m

2
3

2
31

2
1� .

Используя (10), можем записать результирующее

преобразование с параметрами m
1
32 , m

2
32 .

Полученные результаты позволяют исследовать
влияние изменения проводимостей y N0 , yN на
значение тока нагрузок.

Изменение проводимости yN как проективное

преобразование на плоскости. Пусть в исходной
цепи изменилось значение проводимости

y yN N� . Изменение исходного режима и харак�

терных режимов показано на рис. 4, сравнение ко�
торого с рис. 3 позволяет сделать вывод, что влия�

ние проводимости yN можно интерпретировать
как проективное преобразование плоскости I I1 2, .
Расчеты показывают, что координаты точек G G1 2,
не зависят от этого элемента. Поэтому прямая ли�
ния G G1 2 является неподвижной. Точка 0, соответ�
ствующая режиму х.х., также не зависит от этого
элемента. Изменяются координаты точки КЗ

SC SC� и текущей точки M M1 1� при тех же зна�
чениях проводимостей нагрузок. Задача сводится к
нахождению проективного преобразования типа
(10), (11), которое будет связывать исходные токи

I
1
1, I

2
1 с новыми значениями I

1
1, I

2
1 .

Неизмененный координатный треугольник
G G1 20 и новая единичная точка SC образуют уже

другую проективную систему координат, в которой

точка M 1 сохраняет исходные проективные коор�

динаты (проективные координаты точки M1), так
как задаются проводимостями нагрузок относи�

тельно таких характерных величин, как Y G
н1
1, Y G

н2
1,

которые не зависят от y3, т.е. [ ] [ ]�� �1 1� . С учетом

(6) получим [ ] [ ][ ]�� � C I , [ ] [ ][ ]�� � C I . Искомое преоб�

разование получается как произведение двух мат�

риц, т.е. [ ] [ ] [ ][ ] [ ][ ]�I C C I J I� �	1 . Матрица [ ]C 	1 име�

ет вид (7). Результирующая матрица

[ ]J

J

J

J J J

�
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

11

22

31 32 33

0 0

0 0 , (12)

где J
I

I

SC

SC11
1

1

� ; J
I

I

SC

SC22
2

2

� ; J

SC

SC33
3

3

�
�

�
;
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Рис. 4. Изменение режима из�за изменения проводимости
yN ; величина m yN1( ) является сложным отношением по�
следующих точек SC , M 1 относительно исходных SC, M1
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3

3 1
1

1

1

3

3

1� 	
�

�

�
�
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�

�

�
�
�

�

�

�

�
;

J
I

I

I

SC

SC G
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SC32
3

3 2
2

2

2

3

3

1� 	
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�

�
.

Из cтруктуры элементов матрицы [ ]J видно, что
все компоненты матрицы можно разделить на ве�

личину J SC SC
33 3 3

� � �/ , которая учитывается коэф�

фициентом пропорциональности �. Тогда получа�
ется матрица преобразования в виде:

[ ]J

I

I

I

I

I

I

SC

SC

SC

SC

SC

SC

SC

SC

SC

SC

�

1

1

3

3

2

2

3

3

1

1

3

0 0

0 0

�

�

�

�

�SC

SC

G

SC

SC

SC

SC

GI

I

I

I

�

�

�
3

1
1

2

2

3

3

2
2

1 1

1

	 	

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

.

Из этого выражения следует, что величины
m yN1( ), m yN2 ( ), где

m y
I

I
N

SC

SC

SC

SC1
1

1

3

3

( )�
�

�
; m y

I

I
N

SC

SC

SC

SC2
2

2

3

3

( )�
�

�
(13)

определяют параметры преобразования y yN N� .
Поэтому преобразование примет окончательный
вид:

�

�

�

I

I

m y

m y

m y

I

m

N

N

N

G

1

2

1

2

1

1
1

1

0 0

0 0

1

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

	

( )

( )

( )
2

2
2

1

2

1
1

1( )y

I

I

I

N

G

	

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

. (14)

Выясним смысл параметров m yN1( ), m yN2 ( ).
Для этого рассмотрим структуру выражения неод�
нородных проективных координат (2). Поэтому
выражение (13) для m yN1( ) можно рассматривать
как неоднородную координату:

m y
I

I

I I
N

SC

SC

SC

SC

SC

SC

SC

SC1
1

1

3

3

1

3

1

3
3
1

3
1( ) : :� � �

�

� � �
� � .

Следовательно, параметр m yN1( ) является слож�
ным отношением проводимостей yN , yN как ко�

ординат новой точки SC и исходной точки SC, ба�
зовыми значениями проводимостей для этого

сложного отношения являются y
N
0 , y

N
G1, что пока�

зано на рис. 4. Аналогичное сложное отношение

можно составить для токов I
1
1, I

1
1 как координат

новой и исходной точек. Значение y
N
0 определяет

I1 0� , что физически соответствует замыканию, ко�

гда y
N
0 � �. Значение y

N
G1 определяет ток I I G1 1

1� , а

ток I 2 0� . Из выражения (14) получаем преобразо�
вание для тока I1:

I
I m y

I

I
m y

I

I
m y

N

G N G N

1
1 1

1

1
1 1

2

2
2 21 1 1

�

	 
 	 


( )

[ ( ) ] [ ( ) ]

.

Рассмотрим случай, когда I 2 0� . Тогда получа�
ется преобразование точек I I1 1� на прямой ли�

нии (ось тока I1):

I
I m y

I

I
m y

N

G N

1
1 1

1

1
1 1 1 1

�

	 


( )

[ ( ) ]

. (15)

Неподвижными точками (значения токов

I I1 1� ) являются I1 0� , I I G1 1
1� . Физически это

связано с тем, что эти значения тока не зависят от
yN . Сложное отношение для разных исходных то�
чек составляется формализованно относительно
неподвижных точек:

m y I I I
I

I I

I

I I
N

G
G G1 1 1 1

1 1

1 1
1

1

1 1
1

0
0 0

( ) ( )� �
	

	


	

	
�

� ( )0
1 1 1

1I I ISC SC G . (16)

Таким образом, на прямой линии происходит
движение отрезка, проективная «длина» которого
не зависит от выбора текущей точки. Выразим
явно m yN1( ) через yN и yN уже для общего случая.
Для этого надо раскрыть выражение (13). Опреде�
лим отношение токов КЗ, используя выражение (1)
для значения yN . Так как токи КЗ равны соответ�
ственно

I U y
y

y
SC

N
N

1 0 0
1�
�
, I U y

y

y
SC

N
N

1 0 0
1�
�
,

y y y y yN N N N� � 
 
 
0 1 2 ,

y y y y yN N N N� � 
 
 
0 1 2 ,

то отношение

I

I

y

y

y y

y y

SC

SC
E

ser
N

ser
N

1

1

� �






� , y y y yser
N N N� 
 
0 1 2 .

Отношение расстояний точек КЗ до прямой
G G1 2 с учетом (5) будет иметь вид
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�

�
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2 2
0 .

Тогда

m y
y y y

y y y
N

i
N N

i
N N

1( )
( )

( )
�

	

	
.

Таким образом, получено дробно�линейное вы�
ражение, которое можно представить в виде слож�
ного выражения типа (16):

m y y y y yN N N
i

N1( ) ( ( ))� � �

�
	 �

	


	 �

	

y

y y y

y

y y y

N

N
i

N

N

N
i

N( ) ( )
. (17)

Величину m yN1( ) можно интерпретировать как
относительное изменение проводимости yN . Фи�

зически величину y yi
N( ) можно интерпретировать

как внутреннюю проводимость всей цепи относи�
тельно проводимости yN с противоположным зна�
ком при отключенных нагрузках. Если

y y yN
i

N� ( ), то токи I1, I 2 задают точки на пря�

мой G G1 2 для всех значений нагрузок. Это связано
с тем, что определитель матрицы Y �параметров (1)
равен нулю.

Пример. Параметры исходного режима:

Y
н1
1 0 5� , ; Y

н2
1 0 5� , ; yN �0 625, ; I

1
1 0 979� , ;

I
2
1 0 8247� , ; I SC

1
3� ; I SC

2
2� ; � �

3 30 677SC � 	 , / .

Параметры последующего режима:

yN �125, ; I
1
1 0 8465� , ; I

2
1 0 713� , ; I SC

1
2 679� , ;

I SC
2

1 785� , ; � �
3 30 7116SC � 	 , / .

Параметры преобразования (14): m yN1( )�
�0 84937, ; m yN2 0 84937( ) ,� .

Само преобразование (14) будет иметь вид

�

�

�

I

I

1

2

1

0 84937 0 0

0 0 84937 0

0 01 0 009

�

�

�
�
�
�

�
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�
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�
�

�
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,

, , 262 1 1
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�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

I

I .

Изменение проводимости y N0 . Пусть в цепи на

рис. 1 изменилось значение проводимости
y yN N0 0� . Изменение исходного режима и харак�
терных режимов показано на рис. 5. Также полага�
ем, что изменение проводимости y N0 определяет
проективное преобразование плоскости I I1 2 . Ко�
ординаты точек G1, G2 согласно (4), (5) пропор�
циональны величине этого элемента. Поэтому пря�

мая G G1 2 параллельна исходной прямой G G1 2 , а

значения проводимостей Y G
н1
1, Y G

н2
2 не меняются.

Изменяются координаты точки КЗ SC SC� и теку�

щей точки M M1 1� при тех же значениях прово�
димостей нагрузок. Рассмотрим неподвижные точ�
ки и прямые – это точка 0 и прямая S S1 2 , что фи�
зически соответствует току I y N( )0 0� благодаря вы�

бору соотношения токов I1, I 2 . Уравнение прямой
S S1 2 :

y

y y
I

y

y y
I y y UN

N

N

N

i
N

1

1 1
1

2

2 2
2 0 0 0








	 �( ) .

Внутренняя проводимость всей цепи y yi
N( )0

относительно элемента y N0 при отключенных на�
грузках равна:

y y y
y y

y y

y y

y y
i

N N
N

N

N

N
( )0

1 1

1 1

2 2

2 2
� 









.

В нормированном виде уравнение прямой S S1 2
имеет вид

I

I

I

IS S
1

1
1

2

2
2

1 0
 	 � ,

где координаты точек S1, S 2 равны соответственно:

I U y y
y

y
S i

N
N

1
1

0 0
1

1
1� 	 


�

�
�
�

�

�
�
�

( ) ;

I U y y
y

y
S i

N
N

2
2
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2

2
1� 	 


�

�
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�

�

�
�
�

( ) .
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Рис. 5. Изменение режима за счет изменения проводимости
y N0



В качестве координатного треугольника выби�
раем треугольник S S1 20 , который с единичной
точкой SC образует исходную проективную систему
координат.

Установим связь проективных и декартовых ко�
ординат в виде, аналогичном выражению (6).

Однородные координаты точки M1:

��
1
1

1
1

1
� I I SC/ ; ��

2
1

2
1

2
� I I SC/ ; �� � �

3
1

3
1

3
� / SC .

В данном случае расстояния отсчитываются от
прямой S S1 2 :

�
�3
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1
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1
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2
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2
2

1
1� 
 	

�

�

�
��

�

�

�
��

I

I

I

IS S
; �

�3
3

1

1
1

2

2
2

1
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I
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�

�

�
��

�

�

�
��
.

В свою очередь, неоднородные координаты точ�

ки M1 определяются по (3).
Для большей ясности неоднородные координа�

ты изображены на рис. 6.
Матрицы преобразований типа (6), (7) в рас�

сматриваемом случае имеют вид:
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Неизмененный координатный треугольник

S S1 20 и новая единичная точка SC образуют уже

другую проективную систему координат со своим

значением расстояния �
3
SC . Тогда преобразование

токов задается выражением, аналогичным (14):
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где m y
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I
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3
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�

�
; m y
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I
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.

Данное преобразование также обладает группо�
вым свойством при изменениях значений y N0 .

Для частного случая I 2 0� выражение для тока
I1 имеет вид

I
I m y

I

I
m y

N

S N

1
1 1 0

1

1
1 1 0 1 1

�

	 


( )

[ ( ) ]

.

Неподвижными точками этого преобразования

являются I1 0� , I I S1 1
1� . Аналогично выражению

(17) можно составить сложное отношение:

m y I I I I I IN
S SС SС S

1 0 1 1 1
1

1 1 1
10 0( ) ( ) ( )� � �

� ( )0
1
1
1
1
1
1I I IG G S .

Выразим явно m y N1 0( ) через y N0 и y N0 . Анало�
гично предыдущему случаю имеем:

m y y y y yN N N
i

N1 0 0 0 00( ) ( ( ))� �

�
	

	


	

	

y

y y y

y

y y y

N

N
i

N

N

N
i

N

0 0

0 0( ) ( )
.

Величина m y N1 0( ) интерпретируется как отно�
сительное изменение проводимости y N0 . Также

смысл величины y yi
N( ) состоит в том, что она яв�

ляется внутренней проводимостью всей цепи отно�
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Рис. 6. Представление неоднородных координат m1, m2 для

координатного треугольника S S1 20 и единичной точки SC



сительно проводимости y N0 с противоположным
знаком при отключенных нагрузках:

y y
y y

y y

y y

y y
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N
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Совместные изменения проводимостей нагрузок и
параметров четырехполюсника. Представленные со�
отношения позволяют получить результирующие
преобразования для перерасчета токов в случае со�
вместного изменения параметров нагрузок и пара�
метров четырехполюсника. Пусть сначала режим
цепи изменился за счет изменения проводимостей
нагрузок. Далее изменяется проводимость
y yN N� . Поэтому можно сразу получить резуль�
тирующее преобразование как произведение мат�
риц:
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.

Обращает на себя внимание выполнение груп�
повой операции для результирующих изменений

параметров преобразования m y mN1 1
21( ) ,

m y mN2 2
21( ) . Это связано с тем, что используется

один и тот же координатный треугольник для из�
менений параметров нагрузок и параметров четы�
рехполюсника.

Аналогично, пусть режим цепи изменился за
счет проводимостей нагрузок, а потом изменяется
проводимость y yN N0 0� . Тогда результирующее
преобразование:

В этом случае групповое свойство не выполня�

ется, так как кроме произведений m y mN1 0 1
21( ) ,

m y mN2 0 2
21( ) элементы этой матрицы содержат ве�

личины m
1
21, m

2
21. Это связано с тем, что использу�

ются разные координатные треугольники.
Выводы. 1. Использование относительных изме�

нений проводимостей нагрузок и выбранных про�
водимостей четырехполюсника через сложное от�
ношение позволило получить формулы перерасчета
токов, обладающие групповыми свойствами.

2. Представленные формулы перерасчета осо�
бенно удобны для неизменных значений парамет�
ров преобразования. Поэтому для произвольных
исходных значений токов сразу определяются их
последующие значения.

3. Формулы перерасчета позволяют сопоставить
фактические значения параметров режима разных
цепей как в случае эквивалентных начальных ре�
жимов, так и в случае их изменений.

4. Полученные результаты обобщаются фор�
мальным образом на активные многополюсники,
содержащие три и более нагрузки, подключенные к
источнику питания через общий узел N.
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