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Для целей релейной защиты используются мо�
дели, способные решать задачу распознавания сиг�
нала с неизвестной структурой в различных ава�
рийных режимах сети [1], даже если конечной
целью является оценка только параметров основ�
ной гармоники. Основное предназначение таких
моделей – определение структуры сигнала, в связи
с чем они и получили название структурных моде�
лей [2]. В этом же их главное отличие от моделей,
известных из общей теории цифровой обработки
сигналов (например, из цифрового спектрального
анализа [3] или статистической обработки данных
[4]), где они применяются, в основном, как линей�
ные операторы статистического усреднения и вы�
явления трендов или спектрального оценивания.

Настройка структурных моделей имеет свои
особенности, хотя она и основана на решении
классической задачи метода наименьших квадра�
тов. И связано это с тем, что структура входного
сигнала, как правило, неизвестна. Поэтому поря�
док модели должен быть заведомо больше, чем
прогнозируемый порядок распознаваемого сигнала.
Это вынужденная мера, и, к сожалению, она часто
приводит к сингулярности процедуры настройки
структурной модели, разрушая оценку параметров
модели, в частности, основной гармоники. Алго�
ритмы настройки структурных моделей должны
учитывать это свойство и предотвращать вырожде�
ние решений.

В статье приводится решение задачи распозна�
вания входных сигналов релейной защиты и авто�
матики как задачи построения эффективных струк�
турных моделей. Под эффективностью моделей по�

нимается их способность распознавать структуру
сигнала любой сложности на основе формирования
в своем характеристическом полиноме эффектив�
ного ядра, включающего в идеальном случае корни
только слагающих распознаваемого сигнала, а при
обработке сигнала реального процесса – корни су�
щественных составляющих сигнала на фоне неиз�
бежного шума.

Структурная модель ~( )x k цифрового сигнала
электрической сети x k( ) формируется как сумма
взвешенных предыдущих отсчетов [2]:
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где am — искомый вес (коэффициенты) модели; М
– порядок модели; k M> – номер отсчета; коэф�
фициент a0 может быть произвольным (вполне
возможно, что он может определиться в ходе на�
стройки модели).

В идеальном случае, когда сигнал x k( ) является
результатом вычислительного эксперимента, шум в
сигнале включает в себя лишь ошибку вычислений
и незначителен, в связи с чем не оказывает сущест�
венного влияния на оценку текущего отсчета. Для
сигнала реального процесса шум имеет существен�
ное с точки зрения влияния на оценку отсчета зна�
чения, и природа ее возникновения связана в ос�
новном с существующей нелинейностью тракта
доставки сигнала до цифровой защиты и преобра�
зования непрерывного сигнала в цифровой. Шум
ухудшает разрешающую способность модели (1) и
приводит к повышению порядка модели. В связи с
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этим всегда подразумевается, что порядок модели
М выше порядка сигнала Ms .

В терминах матричной алгебры модель (1) мо�
жет быть представлена как

a x k k0
~( ) ( )= - a xт ,

где

a т = [ ... ]a aM1 (2)

и

x т ( ) [ ( )... ( )]k x k x k M= - -1 (3)

— транспонированные (M ´ 1)�векторы параметров
модели и наблюдаемых отсчетов сигнала.

Меру близости модели к отсчету устанавливает
невязка

e k a x k a x k a x k k( ) ( ) ( ) ( ) ( )= - = +0 0 0 a xт , k M³ . (4)

Компоненты настроенной на сигнал модели (1)
определяются нулями фильтра (4), т.е. его характе�
ристическим уравнением:

P z a z z z zM M
( ) ( )...( )= - - =0 1

0. (5)

Поскольку M Ms> , то только часть корней (5)
соответствует слагаемым сигнала. Остальная часть
не имеет отношения к сигналу x k( ) и произвольна.
Как уже упоминалось, наличие в сигнале шума
ухудшает условия настройки модели, поскольку
модель (1) вынуждена тратить часть ресурсов на
преодоление шума; но и в этом случае при доста�
точно высоком порядке модели М характеристиче�
ский полином P zM ( ) будет содержать корни, согла�
сующиеся с компонентами сигнала.

Если нули упорядочены так, что их номера от 1
до Мs соответствуют компонентам сигнала x k( ), а
от Ms + 1 до М – компонентам, отсутствующим в
x k( ), то уравнение (5) можно переформатировать:

P z a z z z z z z z zM M M Ms s
( ) ( )...( )( )...( )= - - - - =+0 1 1

= =-a P z P zM M Ms s0 0( ) ( ) . (6)

Здесь P zM Ms- ( ) — часть характеристического
многочлена P zM ( ), не зависящая от сигнала и фор�
мируемая во время настройки произвольно. Назо�
вем его добавочным полиномом.

Многочлен P zM ( ) содержит все нули сигнала и
только сигнала, в связи с чем его корни составляют
эффективное ядро модели.

Если эффективное ядро модели сформировано,
то модель содержит всю информацию о структуре
сигнала и сигнал может быть распознан полностью
и однозначно. Хотя общий порядок модели М бу�

дет всегда больше порядка Ms , но размер его эф�
фективного ядра будет равен порядку сигнала. Та�
кую структурную модель будем называть эффек�
тивной, а размер эффективного ядра Ms – эффек�
тивным порядком. Тогда справедливо утверждение,
что модель М�го порядка настроена на сигнал x k( ),
если она эффективна.

Методы настройки моделей должны учитывать
то обстоятельство, что порядок модели М прини�
мается заведомо больше порядка Ms . Особенно это
требование важно для рекуррентных методов на�
стройки: они должны прекратить настройку моде�
ли, как только сформировано эффективное ядро,
поскольку ее продолжение приведет к разруши�
тельному изменению многочлена P zMs

( ).
Рассмотрим наиболее значимые методы на�

стройки структурных моделей. Свойства методов
проиллюстрируем на примере распознавания иде�
ального сигнала и сигнала реального процесса в
электрической сети.
Классический алгоритм метода наименьших квад&

ратов и его ограничения. Параметры модели am в

этом случае определяются в результате решения
переопределенной системы уравнений [3] (n – чис�
ло избыточных уравнений, размер избыточности),
получаемой из (4) при k M n³ +2 с учетом (2) и (3):

a0y Xa e- = , (7)

где [( ) ]M n M+ ´ – матрица отсчетов сигнала Х, на�

зываемой матрицей плана, и [( ) ]M n+ ´ 1 — векторы
невязки е и оцениваемых отсчетов y, определяются
следующим образом:
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Вектор а выбирается таким образом, чтобы ми�
нимизировать квадрат нормы вектора невязки

e 2 2

1
=

= - - +
å e i

i k M n

k
( ). (9)

Поскольку порядок модели всегда превышает
порядок сигнала, то при распознавании сигнала

без шума ранг матрицы X Xт будем иметь дефект
d M Ms= - (d линейно зависимых уравнений). В
связи с этим решение

a X X] Xy1= -a0[ т (10)
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вырождается, поэтому классическое решение зада�
чи МНК (10) часто утрачивает способность получе�
ния эффективной структурной модели сигнала в
условиях априорной неопределенности структуры
сигнала. Кроме того, решение (10) подвержено
сильному влиянию шумов, поскольку определитель
матрицы

D= det[ ]X Xт (11)

относительно мал и незначительный шум в сигнале
приводит к значительным флуктуациям в решении
[5].
Метод сингулярного разложения матрицы плана.

Как правило, задача построения структурной моде�
ли в классической теории цифровой обработки
сигналов не встречается. Поэтому в спектральном
анализе [3] и анализе временных рядов [6] сингу�
лярное разложение (Singular Value Decomposition –
SVD) используется как устойчивый метод оценки
спектральных характеристик сигнала при непол�
ном ранге матрицы плана Х. Возможность приме�
нения метода SVD в практике релейной защиты
применительно к задаче оценивания основной гар�
моники тока короткого замыкания впервые была
показана в [7], в зарубежной литературе по релей�
ной защите использование метода SVD известно в
задачах построения неадаптивных моделей сигнала
[8, 9], а также в анализе сигналов различных режи�
мов электроэнергетической системы [10, 11].

Как уже отмечалось, в случае недостаточности
ранга матрицы плана Х решение, минимизирующее
(9), неоднозначно. Сингулярное разложение устра�
няет этот изъян, исключая линейно зависимые
строки или столбцы матрицы плана за счет анализа
так называемых сингулярных чисел. Для этого мат�
рица плана (8) представляется в виде [3]:

X U V= S т ,

где U и V – ортогональные [( ) ( )]M n M n+ ´ + и

( )M M´ матрицы: S — диагональная матрица син�
гулярных чисел s ij = 0 при i j¹ и s sii i= > 0.

Норма вектора невязки (7) может быть записана
через составляющие сингулярного разложения:

e q b= -S , (12)

где q V a= т и b U y= a0
т .

Отсюда следует, что элементы вектора q, дос�
тавляющего минимум для (12), вычисляются как
q a bi i i= 0 / s , если s i ¹0; qi – произвольно, если
s i = 0. Чтобы решение было единственным и наи�
меньшей длины, а структурная модель эффектив�
ной, нужно чтобы qi = 0, когда s ti < , где t > 0 –

порог доверия к получаемому решению. Вектор ко�
эффициентов эффективной модели получается в
результате обратного преобразования a Vq= .
Метод наложения моделей. Получение эффек�

тивной структурной модели сигнала с помощью
сингулярного разложения требует значительных
вычислительных затрат. Поэтому использование
этого метода в задачах построения модели в темпе
развития процесса в электрической системе прак�
тически невозможно. В связи с этим были разрабо�
таны специальные методы настройки моделей, дос�
тупные для реализации в терминалах цифровой ре�
лейной защиты [12, 13].

Метод наложения моделей последовательно ре�
шает систему нормальных уравнений МНК [1, 12,
13]:

e wт ( ) ( )k k m- = 0, k M n³ +2 , m M m r= ¹0, ,( );

w т ( ) [ ( )... ( )]k x k m M n x k m= - - - + -1 , (13)

путем наложения промежуточных моделей. По�
скольку в настройке модели может участвовать и
коэффициент a0, то удобно невязку (4) переписать
как

e k
x k

k
( )

( )

( )
= b

x
т , k M³ ,

вводя в рассмотрение новый вектор коэффициен�
тов:

b aт т= [ : ]a0 . (14)

Чтобы избежать тривиального решения, нало�
жений должно быть не более общего порядка моде�
ли, в связи с чем для коэффициента с номером r
уравнение ортогональности в системе (13) не будет
записано, т.е. m r¹. Идея метода основана на свой�
стве промежуточных моделей q�го этапа настройки

e i
q

k( ), i M q= -0, , сохранять ортогональность к век�

тору, например w( )k j- , если они получены путем
попарного наложения промежуточных моделей v и
x предыдущего (q- 1)�го этапа, ортогональных к
вектору w( )k j- :

e e ei
q

v
q

i
q

k k k( ) ( ) ( )= +- -1 1g x .

Коэффициент наложения gi вычисляется из ус�

ловия достижения ортогональности вектора e i
q
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Каждый этап наложения уменьшает число про�
межуточных моделей на одну.

Как показано в [13], способность метода вы�
являть момент формирования эффективного ядра
модели заключена в непрерывном контроле абсо�
лютных значений корреляций вектора невязок
промежуточных моделей с последовательностями
w( )k m- . Если абсолютное значение корреляций

[e wi
q

k k m
- - <1

( ) ( )] e, i M q= - +0 1, , (15)

где e> 0, то последовательность w( )k m- , с которой
в данный момент была предпринята ортогонализа�
ция, должна быть исключена из процесса адапта�
ции моделей (ложная ортогональность).

Может оказаться, что уже на каком�то проме�
жуточном этапе наложения доступных для ортого�
нализации последовательностей не осталось. Это
означает, что настройка моделей закончена и все
промежуточные модели последнего этапа являются
эффективными и могут быть использованы как мо�
дель сигнала на равных основаниях. Именно это
свойство метода и делает его конкурентоспособ�
ным с методом сингулярного разложения.
Эффективные модели сигналов без шума (вычис&

лительный эксперимент). В качестве примера взят
сигнал

x k k e k( ) sin( / ) /= + -p 12 24 , (16)

имеющий 3�й порядок (Ms = 3). Для модели, поря�
док которой равен размеру эффективного ядра
( )M Ms= , коэффициенты

aт = + +a b b b b bs e s e e0 1[ ; ; ], b ks = - 2 12cos( / )p ,

b ee = - - 1 24/ ,

вычисленные с точностью до 4�го знака, равны:

a т = a0[–2,8910; 2,8530; –0,9592]. (17)

Корни характеристического многочлена

P z z z zMs
( ) , , ,= - + -3 22 8910 2 8530 0 9592; (18)

модели (17)

z
1 2,

= 0,9659 ± 0,2588, z
3

= 0,9592 (19)

составляют эффективное ядро модели любого по�
рядка M Ms> .

Теоретически минимальное число невязок (4),
необходимое для получения эффективной струк�
турной модели сигнала (16), равно Ms = 3. Для ус�
реднения оценки вектора коэффициента а общее
число невязок (4) для всех методов принято рав�

ным 10. Тогда число избыточных невязок, участ�
вующих в настройке модели (размер избыточно�
сти), равно n M= -10 . Для иллюстрации положений
статьи в этом разделе порядок модели М взят на
единицу больше, чем порядок сигнала:
M Ms= + =1 4.

Классическим МНК (10) сигнал распознается
только при совпадении порядка модели с порядком
сигнала (M M s= =1 3). При этом модель определя�
ется с точностью коэффициентов (17), хотя опре�
делитель D= 0,00398 довольно мал. Но уже при по�
вышении порядка модели на единицу ( )M Ms= >4
определитель (11) становится недопустимо малым

( ,D= × -141 10 16 для арифметики с двойной точно�

стью), из�за чего модель перестает удовлетворять
требованию эффективности. И ни один из корней
ее характеристического многочлена не принадле�
жит эффективному ядру (19).

Модель 4�го порядка, полученная по методу
сингулярного разложения при ограничении

s si / max > -10 6, где s max и s i — максимальное и

i�е сингулярные числа, имеет следующие коэффи�
циенты:

a т = a0[–2,1377; 0,6749; 1,1902; –0,7226]. (20)

Множество корней характеристического много�
члена модели включает эффективное ядро (19) и
корень z

4
= - 0,7534 несуществующей составляю�

щей. Лишняя составляющая будет удалена из моде�
ли при компонентном анализе сигнала на основе
полученной структуры сигнала [1]. Поскольку эф�
фективное ядро в модели представлено, то модель
(20) является эффективной и правильно распознает
структуру сигнала. Характеристический многочлен
полученной эффективной модели, представленный
в форме (6), будет состоять из характеристического
полинома (18) эффективного ядра, умноженного
на добавочный многочлен P z z zM Ms- = -( )

4
:

P z P z zMs4 0 7534( ) ( )( , )= + ,

Метод наложения для построения модели сиг�
нала (16) использует пять промежуточных моделей
с M= 4. Начальные значения коэффициентов могут
быть заданы произвольно. Удобно брать их в виде
векторов (14) с единственным ненулевым коэффи�
циентом, поскольку в этом случае отсчеты невязок
равны отсчетам сигнала.

Настройка моделей завершается, как и ожида�
лось, на предпоследнем этапе, когда были выпол�

нены условия (15) при e= -10 6. В итоге обе остав�
шиеся промежуточные модели являются эффектив�
ными:
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b0
т = [1; –2,8910; 2,8530; –0,9592; 0];

b1
т = [–0,2542; 1; –1,4915; 1; –0,2542].

Модель с нулевым номером является моделью
минимального размера; его порядок совпадает с
размером эффективного ядра. Характеристический
полином модели с номером «1» наряду с эффектив�
ным ядром содержит лишний (физически не реа�
лизуемый) корень z

4
= 1,0425, который будет уда�

лен:

P z P z zMs4 0 2542 10425( ) , ( )( , )= - - .

Эффективные модели сигнала реального процес&
са. Осциллограмма процесса и составляющие его
компонентной модели

~ ( ) , cos
,

, , ( , )x k
k

c
k= +

æ
è
ç ö

ø
÷+2 72

5018

600
2 77 2 27 0 9418

p
, (21)

определенные по нулям эффективного ядра

P z z j z jMs
( ) ( , , )( , , )= - + - - ´0 9658 0 2598 0 9658 0 2598

´ +( , )z 0 9418 , (22)

показаны на рис. 1.
В табл. 1 приведены все 35 отсчетов сигнала

(частота дискретизации равна 1200 Гц), использо�
ванные в настройке модели (1). Невязка, вычис�
ленная как разность между отсчетами сигнала x k( )
и отсчетами компонентной модели ~ ( )x kc , представ�
лена на рис. 2. Как видно из (22), эффективное
ядро сигнала не столь сложно, но его достижение
значительно затруднено шумами в сигнале. В связи
с этим все рассматриваемые методы настройки
структурных моделей обеспечивают получение эф�
фективной модели лишь при общем порядке моде�
ли около 13—14. Для выравнивания условий рабо�
ты методов порядок модели (1) принят равным 15,
размер избыточности n= 5. Все вычисления велись
в арифметике с двойной точностью. Хотя все рас�
сматриваемые в статье методы определяют основ�
ную гармонику как затухающую синусоидальную

составляющую с малым коэффициентом затухания
(менее 0,2 с–1), но, по вполне понятным основа�
ниям, в компонентной модели (21) основная гар�
моника представлена без учета затухания.

Классический МНК (10) и метод сингулярного
разложения формируют единственную эффектив�
ную модель (для обоих методов частота основной
гармоники 50,21 Гц и основание апериодической
составляющей 0,9412), а метод наложения (при по�

роге e= -10 3) заканчивает настройку моделей уже
на 6�м этапе настройки, формируя тем самым де�
сять равнозначных эффективных моделей. В табл. 2
приведены коэффициенты полученных моделей в
форме вектора (14). Все они содержат в своем со�
ставе эффективное ядро, близкое к (22) (разброс
частот основной гармоники 50,15¸50,21 Гц, осно�
вания апериодической составляющей
0,9414¸0,9424).

Таким образом, для одного и того же сигнала
возможно получение разных эффективных струк�
турных моделей, обеспечивающих его однозначное
распознавание.
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Таблица 1

Номер отсчета Значение отсчета сигнала

1—7 �0,2762 �0,5470 �0,6643 �0,6020 �0,3275 0,0656 0,6214

8—14 1,2289 1,8616 2,3760 3,0006 3,3592 3,6767 3,7336

15—21 3,6784 3,4229 2,9602 2,4189 1,7026 0,9518 0,1932

22—28 �0,4885 �1,1288 �1,6511 �2,0204 �2,2067 �2,2136 �2,0358

29—35 �1,6938 �1,1249 �0,5398 0,1524 0,8368 1,4719 2,0724

i, кА

3
2
1
0

�1
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�3
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13
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Рис. 1. Сигнал и его компоненты, соответствующие эффектив�
ному ядру моделей; 1 – отсчеты сигнала; 2 – основная гармо�
ника частотой 50,18 Гц; 3 – апериодическая составляющая с

основанием e
Ts- =b

0,9418; b — коэффициент затухания; Ts –

период дискретизации

12 24 36 48 60 k

e

0

�0,05

�0,10
0

Рис. 2. Шум в сигнале, вызванный нелинейностью тракта пре�
образования; в сигнале присутствует постоянная составляющая
(смещение нуля в канале аналого�цифрового преобразования)



Выводы. 1. Распознавание сигнала электриче�
ской сети может быть осуществлено с помощью
моделей разного размера, главное, чтобы их поря�
док превосходил порядок сигнала. Хотя это и при�
водит к образованию различных эффективных
структурных моделей, но характеристический по�
лином каждой из них будет содержать эффектив�
ное ядро, включающее в себя всю информацию о
структуре сигнала. Благодаря этому каждая из них
обеспечит однозначное распознавание сигнала.

2. Классический метод решения задачи наи�
меньших квадратов теряет способность распозна�
вать сигнал в условиях малого шума и априорной
неопределенности порядка сигнала из�за возни�
кающего дефекта ранга матрицы плана. Сингуляр�
ное разложение решает проблему вырождения за�
дачи МНК в этих условиях и формирует эффектив�
ную структурную модель сигнала, но требует боль�
ших вычислительных ресурсов.

3. Метод наложения моделей способен форми�
ровать эффективные структурные модели в темпе
развития процесса в электрической сети и обеспе�
чивает устойчивость и точность распознавания сиг�
нала, сравнимую с сингулярным разложением, в
связи с чем вправе претендовать на достойное ме�
сто в ряду алгоритмов обработки входных сигналов
релейной защиты и автоматики.
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Таблица 2

Номер
коэффици�

ента

Коэффициенты полученных моделей по методу наложения

МНК SVD
для десяти моделей

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 �0,1331 �0,1329 0,9683 0,8524 1,3612 0,8482 1,2315 0,8897 0,9934 0,8536 0,8917 1,0323
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4 0,1188 0,1173 0 0,5469 0 0 0 0 0 0 0 0

5 �0,2293 �0,2292 0 0 0,5593 0 0 0 0 0 0 0

6 0,188 0,1884 0 0 0 0,2842 0 0 0 0 0 0

7 �0,1516 �0,152 0 0 0 0 0,3514 0 0 0 0 0

8 �0,179 �0,1785 0 0 0 0 0 0,2647 0 0 0 0

9 0,1129 0,1131 0 0 0 0 0 0 0,3226 0 0 0

10 0,206 0,2053 0 0 0 0 0 0 0 0,4007 0 0

11 0,1577 0,1585 0 0 0 0 0 0 0 0 0,4177 0

12 0,4085 0,4085 0,7833 0,7645 0,7986 0,7947 0,8274 0,7741 0,7364 0,597 0,657 0,7169

13 0,2103 0,2099 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,7963

14 �0,3227 �0,3225 �0,6399 �0,4662 �0,5644 �0,4738 �0,5931 �0,4937 �0,5272 �0,5031 �0,4826 �0,5774

15 �0,4435 �0,4437 �0,0894 �0,2476 �0,2204 �0,2902 �0,2526 �0,305 �0,3018 �0,2939 �0,417 �0,7872
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