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Высокоэнергетические постоянные магниты на
основе редкоземельных элементов имеют относи�
тельную магнитную проницаемость, близкую к
единице, поэтому при расчете магнитного поля в
активной зоне электрической машины с такими
магнитами можно полагать пространство, занятое
магнитами, воздушной средой.

При расположении магнитов на поверхности
ярма ротора зубчатость воздушного зазора можно
считать односторонней, поэтому его конформное
отображение на область с гладкими границами не
будет зависеть от углового положения ротора, что
существенно повышает эффективность примене�
ния этой математической процедуры, так как по�
стоянные величины конформного отображения
достаточно вычислять только один раз, а не на ка�
ждом дискретном шаге поворота ротора.

Возможности современной вычислительной тех�
ники позволяют избежать принципиальных затруд�
нений при практической реализации конформных
отображений с эффективными алгоритмами [1–3].
С помощью конформных отображений верхней
комплексной полуплоскости на фрагмент зубчатого
воздушного зазора можно определить комплексную
потенциальную функцию в этой области и на её ос�
нове аналитическими средствами получить адекват�
ную картину магнитного поля в активной зоне и в
результате рассчитать индуктивные параметры, ЭДС
и электромагнитный момент машины.

Указанные технологии рассмотрим примени�
тельно к однофазным вентильным двигателям с
постоянными магнитами (ВДПМ), имеющим по
сравнению с аналогичными трехфазными более
сложную конструкцию и обмотку с сосредоточен�
ными (зубцовыми) катушками [4]. На рис. 1 пока�
заны две конструкции таких двигателей, у которых
магниты имеют несимметричное расположение с
целью предстартовой фиксации положения ротора.

Комплексная потенциальная функция (КПФ) при
униполярном намагничивании воздушного зазора.
Штриховыми линиями на рис. 1 выделены облас�

ти, соответствующие пространственному периоду
магнитного поля.

На верхнюю комплексную полуплоскость t кон�
формно отображается (рис. 2) четверть периода
магнитного поля ВДПМ (рис. 1).

Будем полагать, что скалярный магнитный по�
тенциал статора (линия A A A9 1 7... на рис. 2,а) равен
U м , а аналогичный потенциал ротора (линия A A9 8)
равен нулю. Причем отрезок A A7 8, соединяющий
границы статора и ротора, совпадает с линией маг�
нитного потока.

С помощью конформного преобразования1 [5]
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Рассматриваются аналитические способы
расчёта магнитного поля магнитоэлектрических ма�
шин, основанные на конформных отображениях рас�
четной области.
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машины, магнитное поле, расчет

Analytical methods for calculating the magnetic field
of magnetoelectric machines based on conformal mappings
of the calculated region are considered.
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Рис. 1. Типы поперечной геометрии однофазных ВДПМ

1 Формула (1) предполагает, что точка a7 (ближайшая к точке
a8) на вещественной оси плоскости t равна нулю. Поскольку
при конформном отображении было принято a5 =0, то необ�
ходим сдвиг начала координат плоскости t на величину (�a7).



верхняя комплексная полуплоскость t на рис. 2,б
может быть преобразована в бесконечную горизон�
тальную полуполосу шириной d (рис. 3).

Скалярный комплексный потенциал, описы�
вающий равномерное магнитное поле в этой полу�
полосе, имеет вид

W V jU
U

ss = + = м

d
, (2)

где V – функция магнитного потока; U – функция
скалярного магнитного потенциала.

Поскольку s j= +t s, получим из (2)

V
U

= м

d
t ; U

U
= м

d
s, (3)

где t ³ 0, 0 £ £s d.
Из второй формулы (3) видим, что действитель�

но магнитный потенциал статора (s d= ) равен U м ,
а ротора (s= 0) имеет нулевое значение.

Подставив формулу (1) в (2), получим для ком�
плексного магнитного потенциала в плоскости t
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Легко убедиться, что если магнитный потенци�
ал U м принадлежит нижней границе полуполосы
(ярму ротора), то выражения для комплексного по�
тенциала в плоскостях s и t будут иметь вид:
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Магнитная индукция, нормальные и тангенциаль0
ные составляющие удельной магнитной проводимости
на окружности воздушного зазора, проходящей через
наружные поверхности магнитов. Комплексно�со�
пряженный вектор магнитной индукции в плоско�
сти z [1]

B z j
dW z

dz
j

dW t

dt

dt

dz
*
( )

( ) ( )
= =m m0 0 . (6)
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Рис. 2. Конформное отображение верхней полуплоскости t на зубчатую область воздушного зазора z первой (а, б) и второй
(в, г) конструкций
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Рис. 3. Бесконечная горизонтальная полуполоса шириной d в
плоскости S – образ зубчатой области плоскости z на рис. 2,а



Принимая во внимание, что согласно (4)
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и обозначая
dz

dt
t= l ( ), получаем из (6), (7)
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Обратим внимание на важный факт. Выраже�
ния для производной dW dt/ , полученные по (4) и
(5), отличаются только знаком. Это значит, что (8),
определяющая вектор магнитной индукции, не
требует связи источников магнитного поля (ска�
лярных магнитных потенциалов) с той или иной
стороной воздушного зазора. В этом случае МДС
статора и ротора следует интерпретировать как раз�
ность магнитных потенциалов между сторонами
воздушного зазора.

Поскольку для зубчатой структуры на рис. 2,a
справедливо
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из (8) будем иметь
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При расчете магнитной индукции на линии
y h= м (на поверхности магнитов) нужно в (9) под�
ставить

t t j= = +~ ~ ~x h, (10)

где
~x, ~h – образы точек ~x jh= м плоскости z, техно�

логия их определения изложена в [6].
Формулы (9) позволяют вычислить значения

магнитной индукции в любой точке воздушного
зазора плоскости z, в том числе нормальную B zn (~)
и тангенциальную B zt (~) составляющие на линии
(10):

B z B zn (~) Im �(~)= - ; (11)

B z B zt (~) Re �(~)= . (12)

Равенствам (11) и (12) можно придать такой
вид:
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где R xnd (~), L dn x(~) – удельные нормальные (ради�
альные) магнитные сопротивления и проводимости
воздушного зазора; R xdt (~), L dt (~)x – удельные ка�
сательные (тангенциальные) магнитные сопротив�
ления и проводимости воздушного зазора; ~x – про�
образ линии (10) на плоскости z.

Для первой зубчатой структуры (рис. 2,а) в со�
ответствии с (9), (13) и (14) будем иметь:
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Для второй зубчатой структуры (рис. 2,в),

имеющей
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можно аналогично получить:
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Удельные нормальные зависимости (15), (17)
являются положительными чётными функциями, а
удельные тангенциальные (16), (18) – нечётными.
Зависимости (15)–(18) подлежат затем периодиза�
ции на полный период магнитного поля по коор�
динате x, жестко связанной со статором
L Ld dn nx x(~) ( )¸ , L Ldt dt(~) ( )x x¸ , где L dn x( ),
L dt ( )x – периодизированные удельные (нормаль�
ные и тангенциальные) магнитные проводимости,
соответствующие периоду магнитного поля. Обе
зубчатые структуры имеют пространственные пе�
риоды, равные зубцовому шагу статора.

На рис. 4 показаны графики удельной магнит�
ной проводимости, построенные для первой зубча�
той структуры по (15) и (16), для второй – по (17)
и (18).

Источники магнитного поля – МДС статора и
ротора – связаны в плоскости z с двумя электроме�
ханическими (классическими) системами коорди�
нат: неподвижной для статора с осями Ax, подвиж�
ной для ротора с осями dy. Взаимное положение
этих координат задается углом J.

В классическом методе удельной магнитной
проводимости, предложенном А.И. Вольдеком [8],
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для определения нормальной составляющей маг�
нитной индукции используется зависимость (в
дальнейшем предполагается, что переменная J вы�
ражается в метрах)

B x F x F x xn n( , ( ) ( )] ( )J)= [ J dc p+ + L , (19)

в которой удельная магнитная проводимость зубча�
того воздушного зазора L dn x( ) представлена как
произведение виртуальных частичных проводимо�
стей, обусловленных зубчатостью одной стороны
зазора при гладкой поверхности другой. Причём
указанные проводимости рассчитываются для маг�
нитного потока на гладкой стороне зазора. Очевид�
но, при таком способе определения L dn x( ) расчет
нормальной составляющей магнитной индукции в
воздушном зазоре по (19) будет всегда содержать
погрешность.

Определение L dn x( ) для заданной линии воз�
душного зазора по формулам (15), (17) позволяет

рассчитать нормальную составляющую магнитной
индукции по (19) принципиально точно для уни�
полярного магнитного поля. Для МДС общего вида
эта формула при использовании проводимостей
(15), (17), как показывает рис. 5, дает хорошее при�
ближение (с погрешностью не выше 5%) к точным
значениям магнитной индукции, полученным из
полевого расчёта [4].

При изменении расстояния расчётной поверх�
ности (поверхности наблюдения) от ярма ротора
будут изменяться зубцовые пульсации нормальной
и тангенциальной составляющих магнитной индук�
ции (рис. 6), что соответствует физике явления –
при удалении от статора влияние его зубчатости на
магнитное поле ослабевает.

Формула для тангенциальной составляющей
магнитной индукции вида (19)

B x F x F x xt dtJ)= [ J( , ( ) ( )] ( )c p+ + L , (20)
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Рис. 4. Удельные магнитные проводимости воздушного зазора
для первой (а) и второй (б) зубчатых структур: 1 – нормальные;
2 – тангенциальные
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Рис. 5. Кривые нормальной составляющей магнитной индук�
ции на поверхности магнитов, полученные по (22) (кривая 2) и
из полевого расчёта (кривая 1) для первой (а) и второй (б) зуб�
чатых структур



в которой тангенциальная удельная магнитная про�
водимость L dt ( )x , как и L dn x( ), рассчитывается
для линии поверхности магнитов по (18), анало�
гичной по происхождению с (17).

Выражение для B xt J)( , (20) учитывает (при на�
личии разности магнитных потенциалов между
сердечниками статора и ротора) влияние только
зубчатости статора на поперечное магнитное поле.
Поэтому расчёт B xt J)( , при обесточенном ВД даёт
нулевой уровень тангенциальной индукции на уча�
стках окружности воздушного зазора (на линии на�
блюдения), где поперечная магнитная проводи�
мость L dt ( )x равна нулю. Это участки с равномер�
ным (постоянным) воздушным зазором, симмет�
ричные относительно продольной оси зубцов ста�
тора.

По этой причине формула (20) не фиксирует
поперечное магнитное поле в окрестности места
стыка магнитов разной полярности (левый импульс
кривой 1 на рис. 7) и в окрестности края магнита
(правый всплеск на кривой 1 рис. 7), которые рас�
положены в равномерном воздушном зазоре и рас�
считаны полевым методом. Эти поперечные поля
по краям магнитов обусловлены природой самих
магнитов и имеют место при любом характере воз�
душного зазора – равномерном или зубчатом. Та�
ких всплесков на интервале магнитного периода
три (в окрестностях стыка магнитов разной поляр�
ности и у двух их наружных краёв).

Амплитуда поперечного всплеска индукции в
месте стыка магнитов, как видно из рис. 7, практи�
чески совпадает со значением нормальной состав�
ляющей индукции у прилегающего края магнитов.
Поэтому изменение магнитного поля в месте стыка
на поверхности магнитов можно трактовать как

последовательный поворот результирующего векто�
ра магнитной индукции на суммарный угол 180°.
Значение тангенциальной составляющей индукции
B xt J)( , в этом месте будет равняться проекции ре�
зультирующего вектора на тангенциальное направ�
ление.

При промежуточном значении угла поворота в
90° индукция поперечного поля будет максимальна.
На наружных краях магнитов аналогичный всплеск
поперечного поля оказывается в два раза меньше.
Изложенные факты позволяют задействовать
уточнённый вариант аналитического расчета маг�
нитного поля, вводя в расчётный алгоритм допол�
нительные интервалы с поперечным магнитным
полем, жёстко связанным с краями магнитов. Фор�
ма этих дополнительных всплесков поля в простей�
шем случае, как видно из рис. 7, имеет вид равно�
бедренного треугольника с шириной основания,
близкой 01, t .

В местах на поверхности магнита, расположен�
ных напротив пазов статора, формула (20), как
видно из рис. 7, даёт значения тангенциальной ин�
дукции, качественно и количественно совпадаю�
щие с данными численного полевого расчёта.

Известные значения магнитных индукций
B xn ( ,J) и B xt J)( , позволяют определить электро�
магнитный момент ВДПМ, используя универсаль�
ную формулу метода натяжений [9, 10]:

M
plD

B B dxn= ò
2 0 0

2

m t
t

, (21)

где p- число пар полюсов; l - расчетная длина ма�
шины; D- диаметр ротора.

Выводы. 1. Процедуры конформных отображе�
ний воздушного зазора на четверти магнитного пе�
риода позволяют определить комплексную потен�
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Рис. 6. Изменение составляющих магнитной индукции первой

структуры при удалении от ярма ротора: 1 – y hA = 0125, м ; 2 –

y hA = 0875, м
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Рис. 7. Кривые тангенциальной составляющей магнитной ин�
дукции для первой зубчатой структуры: при расчете по (23)
(кривая 2) и по данным полевого расчёта (кривая 1)



циальную функцию активной области ВДПМ и на
её основе рассчитать удельные магнитные проводи�
мости продольной и поперечной составляющих
магнитного поля в воздушном зазоре.

2. Представление магнита в виде бесконечно
тонкого слоя на ярме ротора с МДС F H hcBм м=
и предлагаемые алгоритмы расчета удельных маг�
нитных проводимостей L dn x( ) и L dt ( )x обеспечи�
вают адекватный расчет структуры магнитного
поля в воздушном зазоре, результаты которого
близки к данным численного полевого расчёта.

3. Метод удельной магнитной проводимости
при введении в расчётную практику поперечной
магнитной проводимости становится более универ�
сальным, его можно использовать для определения
электромагнитного момента методом натяжений.
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