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Анализ коммутации узлом токосъема. Процесс
коммутации цепи передачи тока узлом подвижного
токосъема обусловлен [1–8] принципом работы
коллекторных машин и аппаратов. Как в любой
динамической системе с временной многофактор 
ной вариацией поля параметров, изменение одного
из них или совместно нескольких, наиболее чувст 
вительных, может заметно влиять на стабильность
процесса передачи тока и при определённых усло 
виях приводить к росту коммутационной на 
пряжённости и развитию детерминированной хао 
тической неустойчивости процесса передачи тока
скользящим по поверхности коллектора контакт 
ным элементом. Требование высокой коммутаци 
онной устойчивости – один из факторов, опреде 
ляющих постоянное внимание к проблеме повы 
шения надёжности и ресурса электрических ма 
шин. Для достижения высокой коммутационной
устойчивости особенно важно обеспечить непре 
рывность контакта при передаче тока узлом сколь 
зящего токосъёма в условиях динамической неус 
тойчивости профиля контактной поверхности кол 
лектора и нестабильности параметров ряда узлов.
Устойчивость процесса коммутации – фактор «бе 
зыскровой» работы электрических машин.

Если для простейшего анализа рассматривать
динамику процесса коммутации в электрических
машинах (типичная передача тока скользящим эле 
ментом контактной пары), описываемую нелиней 
ным дифференциальным уравнением первого по 
рядка [1–3], используемым практически всеми ис 
следователями в качестве основы при изучении
процесса коммутации, то упрощение уравнения
приведет к очевидному результату:

e t u i i t Rk s( ) ( ) ( )= -d щ ,

где e tk ( ) – коммутируемая ЭДС, наводимая в сек 
ции (при ее взаимодействии с магнитным полем) в
зоне коммутации; du i u i u iщ н с( ) [ ( ) ( )]= -D D – раз 
ность значений переходного падения напряжения

на пространственном интервале размера скользя 
щего элемента — щётки (между набегающим и сбе 
гающим краями); i t( ) – коммутируемый ток; Rs –
сопротивление коммутируемой секции (нагрузки).

Идеальной коммутации соответствуют наилуч 
шая коммутационная устойчивость машин, когда
di dt/ º 0, и предельно малый размер щётки (иголь 
чатый электрод), когда D Du i u iн c( ) ( )º . Тогда диф 
ференциальное уравнение процесса коммутации
вырождается в уравнение закона Ома: i t R e ts k( ) ( )= .
Если первое условие – достижение высокой ком 
мутационной устойчивости – считать целью, то
второе – минимизация du iщ( ), а в идеале обеспе 
чение D Du i u iн c( ) ( )= , — фактором достижения
этой цели.

В [1–4] показано, что наиболее сложным в
уравнениях контура коммутации электрических ма 
шин является учет характера распределения элек 
трической проводимости в контактном слое. В за 
висимости от структуры поверхностей скользящих
относительно друг друга тел в контактном про 
странстве узла токосъёма могут возникать следую 
щие виды контактного взаимодействия: прямой
контакт неравномерных поверхностей соприкасаю 
щихся тел; контакт поверхностей через слой смеси
фракций деструкции (разрушения) элементов по 
верхностей этих тел; симбиоз двух вышепри 
ведённых случаев контакта. При всех видах контак 
та имеются области его полного отсутствия. Поэто 
му контактное пространство щётки, скользящей по
кольцу коллектора, с позиции динамического взаи 
модействия является вероятностной системой. Её
характеристики определены физико механически 
ми свойствами структур поверхностных слоёв и ди 
намикой контакта тел.

Ввиду стохастичной дискретности структуры
контактного поля деструкция поверхностных слоёв
идёт не в сплошном двумерном поле, а только в
отдельных частях контактного соприкосновения: в
областях прямого контакта поверхностей сопрягае 
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мых тел и частично в областях наиболее крупных
по дисперсности фракций разрушения обоих тел
щёточно коллекторного узла. По данным экспери 
ментов, интегральная площадь контакта прямого
сопряжения поверхностей — это малая часть
(~10–2 ¸ 10–4) от общего поля перекрытия поверх 
ностей контактного соприкосновения тел [1, 6–8].
Деструкция – разрушение поверхностных слоёв
контактно сопрягаемых подвижных тел — является
весьма медленным во времени процессом, функ 
ционально зависящим от многих параметров, в том
числе от модуля упругости материала тел и т.п.

Для повышения точности оценки состояния
скользящей по поверхности коллектора щётки,
лучшего учёта влияния фактора скольжения и бо 
лее точного приближения оценок реальной неста 
бильности процесса коммутации тока в коллектор 
ном токосъёме ниже на основе марковской модели
эволюции проведён анализ динамики контактного
пространства, образованного парой «щётка–кол 
лектор», позволяющий оценивать в реальном вре 
мени состояние и живучесть щёточного узла то 
косъёма электрических машин.
Сущность модели. Существуют четыре состоя 

ния механического и электрического контакта: ра 
зомкнутое; замыкание; замкнутое; размыкание.
Практически на всех стадиях смены состояния
происходит механический износ поверхностей, что
сказывается на живучести контакта, определяемой
долговечностью существования объёма элементов
контактной пары.

С позиций живучести в наиболее тяжелых усло 
виях находится щёточный узел как подвижной
электрический контакт, выполняющий размыкание
и замыкание электрической цепи, в которой проте 
кает сильный ток. На стадиях «замыкание–сколь 
жение–размыкание» образуются электрические
дуги с температурой плавления материала элемен 
тов контакта, частично изменяющие структуру по 
верхности соединения. Контроль и диагностика
живучести такой контактной пары актуальна для
оценки состояния коллекторных машин и аппара 
тов.

Рассматриваемая ниже математическая модель
динамики щёточного контакта электрических ма 
шин ориентирована на компьютерное и имитаци 
онное моделирование контактного пространства с
дискретными фракциями. Сущность математиче 
ской модели контактного пространства – матема 
тический и имитационный алгоритм, каждая ком 
пьютерная реализация которого является адекват 
ной имитацией совокупности эмиссии фракций
износа моделируемого контактного пространства.
Содержание и связь событий в модели, их вре 
менная динамика соответствуют содержанию и по 

следовательности протекания процессов в реаль 
ной контактной системе. При этом предполагаем,
что на каждое событие – эмиссию фракций разру 
шения элементов контактной пары – модель реа 
гирует мгновенно в некоторый момент времени.

Контактные пространства отличает сложность и
разнообразие способов взаимодействия поверхно 
стей контактной пары и алгоритмов протекания
процессов. Выбор параметров контактного про 
странства в процессе оптимизации щёточного узла
токосъёма затрудняет отсутствие математического
аппарата для их анализа.

Модель контактного пространства можно пред 
ставить совокупностью формализованных описа 
ний процессов, каждое из которых представляет
собой симбиоз алгоритмов, состоящий из операто 
ров и описательной части. Изменение реального
контактного пространства представлено в модели
совокупным поведением дискретных процессов,
совмещённых в непрерывно меняющемся услов 
ном времени. Основой лаконичного описания
функционирования контактного пространства слу 
жит аппарат процессов Маркова, являющийся эк 
вивалентом соответствующих реальных процессов.
Структура контактного пространства. Анализ фи 

зики и механики явлений в щёточном контакте
электрических машин показывает, что для общно 
сти анализа областей соприкосновения поверхно 
стей элементов контактной пары «щётка–пластина
коллектора», как и при скольжении на кольце кол 
лектора [6–8], можно принять деление на два логи 
ческих множества областей контакта, проводящих
и не проводящих ток. Случайный процесс, осно 
ванный [9, 10] на показательном законе описания
событий, может быть применен для исследования
физико механических явлений, протекающих в
контактном пространстве любого вида динамиче 
ского взаимодействия.

Одну из областей контактного слоя (область ос 
новного контакта), частично образованную пря 
мым соприкосновением проводящих ток неравно 
мерностей поверхности элементов контактной
пары, будем считать полным контактным множест 
вом. Другая часть этого множества обусловлена
контактом поверхностей этих элементов через бу 
ферную (проводящую ток) прослойку, образован 
ную фракциями разрушения разной дисперсности,
но в большей части частицами износа обоих эле 
ментов пары. Вторая область – пространство при 
мыкающих друг к другу областей воздушного зазо 
ра (т.е. областей, в которых контакт поверхностей
элементов пары отсутствует). Зона отсутствия кон 
такта – пустое множество.
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Контактное пространство пары «щётка–пла 
стина» может находиться в любом ij м конечном
(счётном) или бесконечном числе состояний. При 
мем, что m есть максимальное в среднем число со 
стояний, которое определяется минимальным дис 
персным размером отторгаемых контактной парой
дискретных фракций износа Vдф и объёмом наи 
меньшего элемента. Для элемента прямоугольной
формы (произведение размеров)

m V V a b c V= =sup{ / } ( ) /э дф э э э э . (1)

Поскольку в общем случае величина m может
принимать как целые, так и дробные значения, для
оценок счётного числа состояний m возможно при 
нятие целой части числа (entiеr) m , для дробных
значений – округление в большую сторону
m m= +entier 1. Здесь скобки ... – усреднение по
множеству размеров фракций разрушения элемен 
тов контактной пары. При неправильной геомет 
рии фракций средний размер фракции определится
интегральной формулой вычисления объёма. При
наличии в цепи передачи тока нескольких контакт 
ных пар счётное число состояний m увеличивается
пропорционально количеству (счётного числа)
контактных пар.
Обоснование марковского подхода. Эмиссия дис 

кретных фракций разрушения (износа) – отрыв от
объёма среды плотноупакованной структуры кон 
денсированного тела одного из элементов контакт 
ной пары, — приводящая к переходу контактного
множества из одного состояния в другое, происхо 
дит не в фиксированные, а в произвольные момен 
ты времени. Это и определяет стохастичность тра 
ектории изменения состояния контактного про 
странства, условия передачи энергии в контактном
слое «щётка–коллектор» и вероятностный характер
процесса коммутации узлом скользящего то 
косъёма.

Случайный процесс скачкообразного измене 
ния состояния контактного пространства и множе 
ства на действительной оси непрерывного времени
будет, следуя классическому понятию [9, 10], мар 
ковским, если для любого момента времени кон 
тактного взаимодействия пары элементов то 
косъёма условная вероятность всех состояний кон 
тактного множества С в будущем (при t t> 0) зави 

сит только от того, в каком состоянии c j находится
контактное множество С в настоящем (при t t= 0), и

не зависит от того, через какие состояния c j оно
прошло на интервале t t< 0, когда и каким путём
контактное множество С пришло в настоящее со 
стояние. Кратко: будущее марковского контактно 

го множества зависит от прошлого только через его
настоящее.

Привлекательность применения теории марков 
ских процессов к анализу «живучести» скользящего
токосъёма заключается в том, что она основана на
сравнительной простоте математического описания
обобщённого состояния контактного взаимодейст 
вия тел и является в большей или меньшей степе 
ни некоторым достаточно хорошо совпадающим с
практикой асимптотическим приближением к ре 
альному. При марковском анализе удобно принять,
что переходы – скачки изменения – контактного
множества С обусловлены эмиссией фракций раз 
рушения элементов тел в контактное пространство.
Это подтверждается экспериментальными данными
[1, 3].

Следуя теории марковских случайных процес 
сов, для контактного пространства с дискретными
состояниями при непрерывном времени изменения
состояний примем, что поток фракций износа эле 
ментов контактной пары, переводящий контактное
множество из одного состояния в другое, является
пуассоновским, не всегда, а значит не обязательно,
установившимся. Плотность его распределения
описывается в общем случае показательным зако 
ном, в простейшем случае [10] законом Пуассона с
отсутствием последействия. Именно это обстоя 
тельство и позволяет при оценке настоящего со 
стояния контактного множества ci в момент t не
выяснять, как и когда оно оказалось в этом состоя 
нии. Переход контактного множества С из состоя 
ния ci в c j происходит под воздействием пуассо 
новского потока эмиссии фракций разрушения с
интенсивностью l ij t( ). Первая же фракция разру 
шения контактной пары (щётки или коллектора),
пополнившая контактное множество или, наобо 
рот, покинувшая его, скачком изменяет состояние
ci множества на c j . Ветвь графа смены состояний

контактного множества С имеет вид: c ci

t

j

ij
Þ

l ( )

, где

стрелка с указанием интенсивности потока пока 
зывает направление смены состояния.
Анализ одиночного контактного цикла. Рассмот 

рим физический процесс контактного разрушения
щётки, содержащей m фракций (определяется фор 
мулой (1)), при скольжении по поверхности пла 
стин коллектора, который можно анализировать
при следующих предположениях.

Интенсивность простейшего пуассоновского
потока фракций износа в контактное пространство

«щётка–коллектор» равна l , где l l l= =
=
åi ij
i

n

1
–

const на всех интервалах времени контакта. Время
контакта щётки с каждой пластиной коллектора на
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уровне среднего значения (математическое ожида 
ние) определяется режимом работы (числом оборо 
тов в минуту nоб ) и конструктивными особенно 
стями (числом пластин коллектора nпл ; числом пар
полюсов электрической машины pпп ):

T p n niпл пп об пл= 60 / ( ). (2)

Если принять Tж – среднюю длительность

«жизни» щётки (паспортное значение), то среднее
число фракций, эмитируемых за время контакта
щётки с каждой пластиной, при средней интенсив 

ности потока эмиссии фракций l = m T/ ж составит:

l li ni nimT T T= =/ ж . (3)

Итак, из полного объёма фракций (1) с интен 
сивностью стационарного пуассоновского потока l
любая дискретная фракция может попадать в кон 
тактное пространство «щётка–коллектор» и участ 
вовать в изменении состояния контактного множе 
ства. Время пребывания фракции в полном кон 
тактном множестве (для приближения Пуассона)
распределено по показательному закону с парамет 
ром g, а время её аннигиляции (перехода в пустое
множество, разрушения до малых размеров, удале 
ния из контактного пространства, возврата за счёт
адгезии в структуру щётки) или покидания – с па 
раметром m. Траекторию смены состояний кон 
тактного пространства в интервале единичного
цикла взаимодействия щётки с пластиной коллек 
тора можно представить в виде простого графа
(рис. 1), где S – произвольные смежные состояния
контактного множества С.

Определим вероятности состояний контактного
пространства (полного контактного множества),
если в начальный момент оно уже существовало с
вероятностью 1, т.е. контакт щётки с коллектором
был обеспечен. При этом примем: С1 – начальное
состояние контактного множества (контакт пары
«щётка–коллектор» обеспечен); С2 – произошла

эмиссия (или принудительная подача) в контакт 
ное пространство дискретных фракций с интенсив 
ностью l , формирующих контактное множество;

С3 – раздробленные (до пренебрежения учёта их
участия) фракции за счёт адгезии, принудительной
подачи или заменившие их транзитные фракции с
интенсивностью m, стремящиеся восстановить на 
чальное состояние.

В соответствии с логикой следования потока
фракций вероятности изменения дискретных со 
стояний контактного множества на оси непрерыв 
ного времени отразит следующая система диффе 
ренциальных уравнений Колмогорова как однород 
ного марковского процесса [9, 10]:

{ � ( ) ( ) ( )p t p t p t1 3 1= -m l ; � ( ) ( ) ( )p t p t p t2 1 2= -l g ;

� ( ) ( ) ( )}p t p t p t3 2 3= -g m (4)

с начальными условиями: p1 0 1( )= ; p p2 30 0 0( ) ( )= = .
Тогда с учётом несовместности действия разных
траекторий фракций справедливо условие норми 
ровки – равенства единице полной вероятности
всех событий:

p t p t p t1 2 3 1( ) ( ) ( )+ + =

или

p ti
i

( )
=
å =

1

3
1 ( ( ) ;0 1£ £p ti t ³ 0), (5)

которым можно заменить любое из уравнений (4).
Используя свойства преобразования Лапласа [9]

для решения системы дифференциальных уравне 
ний Колмогорова путём замены изображения веро 
ятности состояния p ti ( ) на функцию p i x( ), с
учётом которой изображение условия (5) меняет

вид p i
i

n
x x( )= -

=
å 1

1
, система (4) вырождается [9] в

систему алгебраических уравнений оценки вероят 
ности состояний:

{ ( ) ( ) ( )x x x xp l p gp2 1 2= - ;

x x x xp gp mp3 2 3( ) ( ) ( )= - , p i
i

x x( ) }= -

=
å 1

1

3

и имеет решение

p l m
p gp m

2
1

3 2

( ) [ ( )]/ ( );

( ) ( ) / ( ),

x x x p x

x x x

= +
= +

-
(6)

где p x x Ax B x x x x( ) ( )( )= + + = - -2
1 2

(A= + +l m g; B= + +l m l g gm) – квадратное уравне 
ние с детерминантом при p x( )= 0, равным

D= - = -B A B A2 24 0 25 4/ , ( ).
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Рис. 1. Смежные произвольные состояния
контактного множества



Для положительных значений параметров пуас 
соновского потока фракций ( l > 0; m> 0; g> 0) ана 
лиз поведения детерминанта говорит о возможно 
сти принятия им любых значений на числовой оси
- ¥ + ¥... : D ³ 0, D= 0, D £ 0.

Следуя [9,10], для (6) с отрицательным детерми 
нантом D £ 0, приводящим к двум различным отри 
цательным корням x x B1 2 = , x x A1 2+ = - ,

x A A B1 2
2 4 2, ( ) /= - ± - , можно получить соотно 

шения для оценки вероятностей состояния множе 
ства контактного пространства:

p t p t p t

p t e e x x
x t x t

1 2 3

2 1 2

1

1 2

( ) ( ) ( );

( ) [( ) / ( )]

= - -

= - - +

+

l
l m

l m
x x

x e x e x x

p t
x x

x t x t

1 2
2 1 1 2

3
1 2

1

1

1 2[ ( ) / ( )];

( ) [ (

+ - -

= + x e x e x x
x t x t

2 1 1 2
1 2- -) / ( )].

(7)

При t ® ¥ , когда контактное пространство в

своём подобии асимптотически приближается к

свойствам контактного множества на контактном

кольце коллектора, для примера при m g= = 1: l = 3,

имеем p t p t2 3 3 7( ) ( ) /= = ; p t1 1 7( ) /= или

lim ( ) /
t

p t p
® ¥

= =1 1 1 7; lim ( ) /
t

p t p
® ¥

= =2 2 3 7;

lim ( ) /
t

p t p
® ¥

= =3 3 3 7. Другие ситуации: l = 0, когда

p t p t2 3 0( ) ( )= = , p t1 1( )= , эмиссии и износа нет;

щётка в исходном состоянии; m= 0 – фракции не

возвращаются в полное множество: p t3 0( )= ;

p t p t1 21( ) ( )= - ; g= 0 – фракция без задержки поки 

дает контактное множество.
Эргодичность контактного пространства. Кон 

тактное пространство коллектора представляет со 
бой простейшее эргодическое пространство. Все
потоки фракций, переводящих пространство из од 
ного состояния в другое, — пуассоновские (про 
стейшие), а все случайные состояния – транзитив 
ные.

Следуя этому определению, обобщённой форме
записи системы однородных вероятностных урав 
нений с постоянными коэффициентами

p pi ij i
i

n

j=
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

=
å l l

1
/ ; l lj ij

i

n
=

=
å

1
( , , ,..., )i j n= 12

и считая контактное множество на коллекторе про 
стейшим, эргодическим, получим простую систему
для оценки предельных вероятностей финального
состояния контактного пространства: { /p p1 3= m l ;
p p2 1= l g/ ; p p3 1= g m/ } или с условием нормиров 
ки:

{ /p p1 3= m l ; p p2 1= l g/ ; p p p1 2 3 1+ + = }. (8)

Из (8) следует, что p p3 1= l m/ , и условие нор 
мировки приобретает вид: p p p1 1 1 1+ + =( / ) ( / )l g l m
или p1[( ) /gm l m l g gm]= 1+ + . Для m g= = 1: l = 1, име 
ем p p p1 2 3 1 3= = = / ; l = 3: p1 1 7= / , p p2 3 3 7= = / ;
l = 5: p1 1 11= / ; p p2 3 5 11= = / и т.д., т.е. процессы с
p2 и p3 близки. Видим, что пределы вероятностей
состояния контактного пространства при t ® ¥ и
получаемые предельные вероятности финального
состояния контактного пространства в пределе ау 
тентичны. Предельную (при t ® ¥ ) вероятность фи 
нального состояния контактного пространства для
g= 0 отражает рис. 2.

Смысл понятия предельной вероятности контакт/
ного пространства. Предельная вероятность состоя 
ния pi при марковском процессе образования кон 
тактного пространства с дискретными состояниями
и непрерывным временем имеет смысл, аналогич 
ный предельным вероятностям для однородной
цепи Маркова:

p ti i i= / t , (9)

где ti – среднее (математическое ожидание) время
однократного пребывания контактного пространст 
ва С в состоянии ci ; t i – среднее время цикла тра 

ектории блуждания контактного множества С от 
носительно состояния ci . Если учесть время пре 
бывания С вне ci , то (9) приобретёт вид:

p t ti i i ci
= + ¹/ ( )t , где t ¹ci

– среднее значение вре 
мени однократного пребывания контактного мно 
жества С вне состояния ci . Другими словами, пре 

дельная вероятность pi есть отношение времени
пребывания простейшего эргодического контакт 
ного множества С в состоянии ci к сумме математи 
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Рис. 2. Вероятность финального состояния контактного про 
странства (g= 0)



ческих ожиданий значений времени ti и t ¹ci
. Уста 

навливает их взаимосвязь система:
{ / ( )t p pi c i ii

= -¹t 1 ; t ¹ = -c i i ii
t p p( ) /1 }.

Иначе, пуассоновский однородный поток фрак 
ций, переводящий контактное множество С не из
конечного состояния ci , является простейшим с
интенсивностью l i . При этом интервал времени ti
от любой точки на оси времени до ближайшего
акта смены состояния пространства под действием
простейшего потока фракций распределён по пока 
зательному закону с параметром, равным интен 

сивности этого потока: ti i= -l 1.
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