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Двумерные осесимметричные электромагнит�
ные и температурные поля – распространенные
виды полей, к исследованиям которых приводят
постановка и решение различных инженерных за�
дач в области теоретической электротехники. Об�
щих теоретических решений таких задач не суще�
ствует. В инженерной практике обычно использу�
ются различные эмпирические зависимости и ос�
нованные на них методики либо применяются чис�
ленные методы решения дифференциальных урав�
нений теории поля.

В настоящее время в известных пакетах компь�
ютерной математики существуют стандартные про�
граммы решения систем алгебраических уравне�
ний, например уравнений Кирхгофа для электри�
ческой цепи. Для моделирования электрических
цепей широко используются и программы�симуля�
торы.

Представляется актуальной разработка научно
обоснованного алгоритма эквивалентной схемной
аппроксимации поля, которая по существу сводила
бы расчет двумерного плоскомеридианного элек�
тромагнитного поля к решению стандартной зада�
чи анализа электрических цепей.

В статье излагаются принципы синтезирования
EH�, j D� и TQ�эквивалентных схем замещения
ячеек электромагнитных, электростатических и
температурных полей, а также приводятся конкрет�
ные тестовые примеры формирования решетчатых

схем замещения и расчета плоскомеридианных по�
лей по этим схемам.

Типовая ЕНячейкамногополюсник решетчатой
схемы замещения плоскомеридианного синусоидаль
ного электромагнитного поля. В исследуемом плос�
комеридианном поле компоненты векторов элек�
трической и магнитной напряженностей в цилинд�
рических координатах (r, a, z) являются функцией
переменных r и z. В данном случае предполагается:
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Такое поле может существовать, например, в
устройствах, содержащих цилиндрический индук�
тор с соизмеримыми продольными и радиальными
размерами и совокупность соосных с ним проводя�
щих тел вращения произвольного меридианного
сечения.

На рис. 1 изображена прямоугольная (Dr, Dz)
ячейка в проводящей (g, m) среде. Ячейка ограни�

чена расстояниями от оси r1 и r2 ,
r r

r1 2
02

+
= и по

существу является поперечным сечением кругового
проводящего контура, обтекаемого синусоидаль�

ным током D
&

I0. На рис. 1 также обозначены услов�
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но положительные направления касательных со�
ставляющих векторов поля на поверхности круго�

вого элемента (
&

Ea , Ý
&

H r , Þ
&

Hz ), общеприня�

тые для цилиндрической системы координат.
Конфигурация схемы замещения ячейки опре�

деляется на основании закона полного тока [1]:
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При указанных направлениях составляющих
вектора магнитной напряженности для ячейки (Dr,
Dz) справедливо уравнение
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Если в этом уравнении составляющие циркуля�
ции вектора магнитной напряженности считать
аналогами электрических токов
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то согласно первому закону Кирхгофа уравнению
(2) следует поставить в соответствие пятиэлемент�

ную схему замещения на рис. 2. В этой схеме D
&

I0

D
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I0 – ток, охваченный контуром ячейки, реальный

ток в круговом витке с сопротивлением
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Сопротивления Z Z1 4¸ – пока неизвестны. Для
их определения воспользуемся законом электро�
магнитной индукции [1]:
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Для замкнутого контура (Da, r0, Dz), изобра�
женного на рис. 3, при малых размерах ячейки

магнитный поток DF
&

r определяется по средним

значениям радиальных составляющих вектора
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Для плоскомеридианного поля Da соответствует

2p. Полагая
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В соответствии со вторым законом Кирхгофа
для схемы замещения (рис. 2) справедливо уравне�
ние
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Сопоставляя (8) и (9), находим:
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Рис. 1. ЕН�ячейка плоскомеридианного синусои�
дального электромагнитного поля

Рис. 2. Схема замещения ЕН�ячейки плоскомеридиан�
ного синусоидального электромагнитного поля

Рис. 3. Магнитный поток, пронизывающий
ЕН�ячейку в радиальном направлении



Аналогичные уравнения для магнитного потока

DF
&

z и контура схемы замещения (U 3, U4 , Z4 , Z3)

приводят к выражению
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Типовая ячейкамногополюсник решетчатой схе
мы замещения плоскомеридианного потенциала поля.

На рис. 4 изображена прямоугольная (Dr, Dz) ячей�
ка (заключающая в своем объеме заряд Dq), кото�
рая по существу является поперечным сечением
кольца, ограниченного цилиндрическими поверх�
ностями радиусов r1 и r2 ; средний радиус ячейки

r
r r

0
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Схема замещения ячейки формируется на осно�
вании базовой интегральной теоремы электроста�
тики – теоремы Гаусса [1]:

DdS dV
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С учетом указанных на рис. 4 условно положи�
тельных направлений нормальных составляющих
вектора электрического смещения D на поверхно�
сти кольца из (12) следует:
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В левой части этого уравнения — составляющие
потоков вектора D (DY1, DY2 , DY3, DY4 ), в пра�

вой части – реальный заряд в объеме кольца.
По своей структуре уравнение (13) аналогично

уравнению Кирхгофа, ему можно поставить в соот�
ветствие пятиэлементную схему замещения (рис. 5)
с неизвестными пока сопротивлениями Z Z1 4¸ .
Аналогом токов в этой схеме замещения являются
потоки DY1, DY2 , DY3, DY4 , а источник Dq задан
по условию задачи и обладает свойствами источни�
ка тока.

Полагая, что внутри каждой ячейки ком�
поненты векторов поля изменяются по линейному
закону, составим уравнения для разностей потен�
циалов в ячейке по направлениям r и z:
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Для схемы на рис. 5:
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Сопоставляя (14), (15) и (16), (17) с учетом (18),
находим сопротивления:

Z Z
r

z

r1 2
0

1

4
= =

pe
D
D

; (19)

Z
r

r

z3
1

1

4
=

pe
D
D

; (20)

Z
r

r

z4
2

1

4
=

pe
D
D

. (21)

Использование аналогии потенциальных элек�
тростатических и температурных полей позволяет
также синтезировать TQ�схемы замещения осесим�
метричных стационарных температурных полей.

Уравнение теплового баланса, связывающее
плотность теплового потока q с объемной плотно�
стью внутренних источников теплоты qn [2], в слу�
чае стационарного температурного поля аналогич�
но теореме Гаусса (12):
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Рис. 4. Активная j D�ячейка плоскомеридиан�
ного электростатического поля

Рис. 5. Схема замещения j D�ячейки плоскоме�
ридианного электростатического поля



qdS q dV
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Если учесть, что плотность теплового потока
связана с градиентом температуры законом Фурье

q T= - l grad , (23)

где l – теплопроводность среды, достаточно заме�
нить в (19)–(21) e на l , чтобы получить выражения
для параметров ячейки стационарного температур�
ного поля:
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При этом аналогом токов в схеме замещения
(рис. 5) служат тепловые потоки через соответст�
вующие поверхности ячейки, аналогом источника
– мощность внутренних источников теплоты в
объеме ячейки, температура является аналогом по�
тенциала.

Расчеты плоскомеридианного электромагнитного
и температурного полей с использованием решетча
тых схем. Для проверки разработанного расчетного
метода были проведены расчеты электромагнитно�
го и температурного полей двумя различными ме�
тодами: по решетчатым схемам (аналитически) и
численно. В аналитических расчетах использована
программа�симулятор для схемотехнического моде�
лирования электрических цепей Multisim 10. Чис�
ленные расчеты проведены в программе Elcut 5.5,
позволяющей решать связанные электромагнит�
но�тепловые задачи.

Решена следующая тестовая задача. Стальной
ферромагнитный цилиндр (высотой 100 мм, диамет�
ром 40 мм, с относительной магнитной проницае�

мостью 200, проводимостью 2 27 106, × Ом�1×м�1 нагре�

вается водоохлаждаемым индуктором (высота ин�
дуктора 102 мм, внутренний диаметр 50 мм, число
витков 9, ток 1300 А, 50 Гц). При численном расче�
те сначала рассчитано поле синусоидальных токов,
после чего — стационарное температурное поле (те�
плопроводность цилиндра 42 Вт/(м×К), коэффици�
ент теплоотдачи с поверхности 34 Вт/(м2×К), темпе�
ратура омывающего воздуха 20 °C), причем источ�
ники тепла взяты из расчета электромагнитного
поля.

При аналитическом расчете также сначала с по�
мощью решетчатой схемы рассчитано электромаг�
нитное поле, затем сформирована TQ�схема для
расчета стационарного температурного поля, в ко�

торой источники тепла для каждой ячейки вычис�
лены интегрированием двумерной функции элек�

трической напряженности, полученной интерполи�
рованием решения электромагнитной задачи.

Результаты расчета тестовой задачи представле�
ны на рис. 6. Сравнение численных и аналитиче�
ских расчетов электромагнитного и температурного
полей свидетельствует о достаточно высокой точ�
ности разрабатываемого расчетного метода.

В заключение отметим, что статья имеет при�
кладную направленность и дает основание считать
перспективным использование решетчатых схем
замещения полей в научных исследованиях и ин�
женерной практике.
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Standard Multiport Cells of LatticeType Equivalent Networks for
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Two�dimensional axially symmetrical electromagnetic and temperature fields are one of widely
encountered kinds of fields the need to analyze which follows from the statement of various practical
problems in the field of theoretical electrical engineering. There are no general theoretical solutions to such
problems. In view of this, various empirical dependences and techniques based on these dependences are
commonly used in engineering practice, or numerical methods for solving the differential equations of field
theory are applied. Algorithms for synthesizing standard equivalent networks of small�size rectangular cells
for plane�meridian electromagnetic and temperature fields are developed. The proposed algorithms are
based of the fundamental laws of electromagnetism and theory of heat transfer in integral form due to
which the equivalent circuits approximating electromagnetic and temperature fields are simple and clear
and adequately reflect the originals. Specific examples illustrating the calculations of plane�meridian
electromagnetic and temperature fields with the use of lattice�type equivalent networks in comparison with
numerical calculation methods are presented. The article is aimed at solving applied problems and gives us
grounds to consider that application of lattice�type equivalent networks for analyzing fields has good
prospects for use in scientific research works and in engineering practice.
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