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Синтез системы управления многоканальным объектом

СИМАКОВ Г. М., ФИЛЮШОВЮ. П.

Существует множество решений для однока�
нальных систем, обеспечивающих в условиях тех
или иных ограничений наилучшее по быстродейст�
вию управление. Одно из возможных решений —
форсирование управления до естественных ограни�
чений. По этой причине темп изменения регули�
руемой величины не может выйти за определенные
границы. Вместе с тем существует большой класс
объектов, относящихся к многоканальным систе�
мам. Многоканальной или многосвязной считается
система, в которой по раздельным каналам форми�
руется несколько величин, связанных друг с другом
через объект управления или регулятор. Свойства
системы зависят от соотношений регулируемых пе�
ременных. Взаимосвязь между каналами при изме�
нении одной из регулируемых величин приводит к
изменению всех переменных. В такой системе при
возникающих ограничениях довольно сложно обес�
печить желаемые свойства объекта. Поэтому задача
поиска наилучшего по быстродействию управления
в рамках многокритериальных задач является акту�
альной.

В статье представлен метод синтеза управляю�
щих воздействий многоканального объекта. Если
для одноканальной системы выбор метода синтеза
является относительно простой задачей, то для
многоканального объекта формирование управле�
ния всегда является проблемой.

Сложность объясняется тем, что приведение
многоканального объекта к одноканальной системе
не всегда возможно из�за необходимости регулиро�
вать несколько выходных величин. В большинстве
случаев регулируемые переменные связаны как ме�
жду собой, так и посредством умножения или деле�
ния с выходными величинами, поэтому синтез
управляющих воздействий вызывает значительные
трудности даже в статических режимах. В динами�
ческих процессах многообразие траекторий регули�

руемых переменных делает задачу выбора наилуч�
шей траектории еще более сложной.

Типичными представителями многоканальных
объектов являются электрические машины пере�
менного тока, у которых в качестве выходной вели�
чины рассматривается электромагнитный момент
или частота вращения ротора. Поэтому управление
машиной переменного тока формируется как и для
одноканальных систем; улучшаются динамические
показатели качества и не уделяется должного вни�
мания энергетическим свойствам, показатели кото�
рых наряду с электромагнитным моментом можно
считать выходными величинами.

Выбор траектории регулируемых переменных
по тому или иному критерию качества является за�
дачей поиска наилучшего управления. Аналитиче�
ские решения оптимальной задачи из�за сложности
математического описания объекта и неоднознач�
ности требований к управлению не нашли широко�
го применения. Противоречивые требования,
предъявляемые к управлению, существенно услож�
няют решение многокритериальных задач. Числен�
ные методы, основанные на решении экстремаль�
ных задач, не дают однозначного решения и не по�
зволяют выявить зависимости для формирования
наилучшего управления посредством применения
простых алгоритмов. Поэтому оптимальное управ�
ление в явном виде следует искать при наиболее
полном использовании физических свойств объек�
та, применяя простые функционалы качества.

Постановка задачи. Рассматриваются процессы
формирования основной выходной величины, яв�
ляющейся произведением всех регулируемых пере�
менных, и выходных величин, характеризующих
соотношения между регулируемыми переменными
многоканального объекта управления. Математиче�
ское описание представлено уравнениями, описы�
вающими состояние каждого из n каналов управле�
ния N канального объекта:

На основе принципа максимума представлен метод синтеза управления выходными величинами
многоканального взаимосвязанного объекта. Показано, что оптимальное по быстродействию
управление должно обеспечивать регулирование задаваемых переменных c одинаковым темпом,
что достигается путем синтеза управляющего воздействия. Это ключевое положение справедливо
для многоканальных объектов, в которых можно осуществить развязку внутренних обратных свя"
зей. Задаваемое соотношение между регулируемыми переменными сохраняется во всем временном
интервале, не нарушая оптимальности переходных процессов. Критерием оптимальности являет"
ся время.

Ключевые слова : многоканальный объект, оптимальное управление, принцип максимума



dX

dt
A X G U

n

nn
n

nn
n= + , n N= 1 2, ,..., . (1)

В ряде случаев свойства многоканального объ�
екта зависят от соотношений между регулируемы�
ми переменными. Поэтому в качестве выходных
величин рассматривается вектор Y, компоненты
которого определяют положение регулируемых пе�
ременных в рассматриваемой системе координат. В
силу этих причин вектор выходных величин по�
средством звена деления нелинейно связан с регу�
лируемыми переменными:

Y Xn n x= -( ) 1, Y Yn nт
= 1; (2)

x n n= ( ) /X X
т 1 12 , (3)

где x – модуль вектора регулируемых переменных.
Основная выходная величина m связана произ�

ведением со всеми регулируемыми переменными:

m n= PX ,

где PXn — произведение проекций вектора регули�
руемых переменных.

Для более простого изложения материала рас�
сматривается трехканальный объект управления в
ортогональной системе координат. Структурная
схема представлена на рис. 1. Приняты следующие
обозначения:
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А – квадратная матрица, характеризующая
свойства объекта; Х – вектор регулируемых пере�
менных; U — вектор управляющих воздействий; G
– матрица действительных коэффициентов; u1, u2,
u3 – задающие воздействия. Основная выходная
величина представлена следующим образом:

m x x xn= =PX 1 2 3. (4)

Ставится задача формирования вектора управ�
ляющих воздействий U, принадлежащего замкну�
той области пространства допустимых управлений,
обеспечивающего перевод системы (1) из началь�
ного состояния в состояние, определенное задан�
ным значением основной выходной (4) величины
m за минимальное время при одновременном регу�
лировании всех составляющих вектора выходных

величин (2). Векторы выходных величин Yn долж�
ны отражать задание Yref, определяющее желаемые
свойства объекта в области потенциально реализуе�
мых значений. Под допустимым управлением по�
нимается все множество управлений, позволяющее
сформировать предписанное значение выходных
величин.

Решение. Рассмотрим разрешимость задачи по
критерию управляемости. Для этой цели составим
матрицу управляемости:

Z G, AG, A G= 2 .

Объект (1) будет управляем, если матрица
управляемости имеет полный ранг:

r r n{ } { }Z G, AG, A G= =2 .

Выполненная проверка по соотношению

det{ }ZZ т ¹0

позволяет утверждать, что рассматриваемый объект
полностью управляем. Управляемость объекта,
представленного уравнением связи (1), говорит о
теоретической возможности разрешения задачи
управления в виде

f U(
&

, )X,X,Y ref ref = 0, (5)
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Рис. 1. Структурная схема объекта
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где f – нелинейная функция;U ref – задание основ�
ной выходной величины (4); Yref – задание векто�
ра выходных ведличин (2).

Так как основная выходная величина зависит от
произведения регулируемых переменных, для орга�
низации линейной зависимости выходных величин
от задания системы (1) в качестве регулируемых
переменных удобно рассматривать их кубические
значения. С этой целью сделаны эквивалентные
преобразования. Левая и правая части уравнения
(1) умножены слева на квадрат диагональной мат�
рицы регулируемых переменных:

3 2diag( )X
X

f
d

dt
= ;

f = X AX X U3 32 2diag diag( ) ( )+ . (6)

Для перехода к новым переменным X3 уравне�
ние (6) с учетом (2) представлено в зависимости от
вектора Y выходных величин:

f = Y AY Y U3 32 3 2 2diag diag( ) ( )x x+ .

Изменением последнего сомножителя первого
слагаемого этого уравнения

Y Y X Xx 3 2 2= -[ ( )] ( )diag diag

уравнение (6) преобразуется:

f LX Y U= +3 33 2 2diag( ) x , (7)

где X 3 — вектор новых регулируемых переменных:

X X X=3 2
1
3

2
3

3
33= diag

т
( ) x x x ;

L Y A Y= -diag diag( ) ( )2 2 .

Полагая, что вектор Х полностью наблюдаем,
вектор управления U системы (1) сформирован та�
ким образом, чтобы в совокупности с обратными
связями по регулируемым переменным отражал за�
дание U ref (5) основной выходной величины и за�
дание для вектора Yref выходных величин:

Yref ref ref ref
т

= y y y1 2 3 ;

U KX Y
X X

Y= - + -
ref

ref
т ref

U
Tz( )P 1, (8)

где К — матрица коэффициентов обратной связи
размерностью, соответствующей матрице А; Yref —
задающий вектор выходных величин; Тz – пара�
метр времени, характеризующий желаемое быстро�
действие контуров регулирования основной выход�
ной величины.

Выбор Тz определяет полосу пропускания сис�
темы управления исходя из условий ограничения
ресурсов управляющих воздействий. При организа�

ции управления (8), учитывая (2) и (6), состояние
системы (1) представлено в зависимости от задания
вектора выходных величин Yref , параметров обрат�
ных связей, сформированных матрицей К, и сигна�
ла задания выходной величины U ref :

f L K X Y Y Y= - + -3 33 2 1( ) ( ) ( ) ,R zT Udiag ref ref refP (9)

где KR – преобразованная матрица обратных свя�
зей:

K Y K YR = -diag diag( ) ( )2 2 .

Для определения элементов матрицы KR , выбор
которых позволит назвать уравнение (8) оптималь�
ным в условиях задания вектора Yref , используется
принцип максимума [1]. Взаимосвязь между опти�
мальным управлением, регулируемыми перемен�
ными и координатами сопряженной системы опре�
делена с помощью функции Гамильтона. Гамиль�
тониан быстродействия Н динамической системы
(1) при организации управления (8) имеет вид:

H = S fт ;

H R= - +S L K Xт 3 3( )

+ -S Y Y Yт
ref ref refdiag3 2 1( ) ( )T UzP ; (10)

S= s s s1 2 3
т
, (11)

где координаты вектора S сопряженной системы

d

dt

дH

д
R

S

X X
L K S= = - -

[ ( ) ]
( )

diag т
т

2
3 (12)

имеют довольно сложную зависимость во времени:

S S
L K

( ) ( )
( )

t e R= - -3
0

т
,

где S(0) — начальное значение координат вектора
сопряженной системы.

Поскольку главной задачей управления являет�
ся формирование основной выходной величины,
задаваемой сигналом U ref , условия максимума
функции Гамильтона записаны следующим обра�
зом:

дH

дU ref
= 0;

дH

дU
Tz

ref

т
ref refdiag= -S Y Y Y3 2 1( ) ( )P . (13)

Из (13) следует, что одним из обязательных тре�
бований достижения максимума гамильтониана
быстродействия независимо от значения модуля
вектора регулируемых переменных х является оди�
наковое изменение во времени координат вектора
S( )t сопряженной системы (12):
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При выполнении условий (13) максимальное
значение гамильтониана равняется нулю. Принци�
пу максимума могут удовлетворять несколько, в
том числе бесконечно много, различных форм
управления. Наилучшим является то, которому со�
ответствует максимальное значение функции Га�
мильтона. Гамильтониан быстродействия не может
быть больше единицы. Так как критерием опти�
мальности является время, то оптимальное управ�
ление должно обеспечивать и наибольшую область
устойчивости основной системы. Наибольшей об�
ластью устойчивости, а следовательно и качеством
управления, обладают системы, описываемые апе�
риодическим звеном первого порядка [2]. Для
удовлетворения этих требований зависимость от
времени координат вектора сопряженной системы
представлена следующим образом:

S S( ) ( )t e

t

Tz=

3

0 . (14)

Решение (14) при одинаковых начальных усло�
виях соответствует следующей системе уравнений:

d

dt Tz

S
S=

3
.

Желаемое выражение для сопряженной системы
(12) может быть получено при выполнении равен�
ства

- - = -( )L K ER zT
1,

которое достигается посредством определенного
выбора элементов матрицы обратных связей

K Y K Y= -diag diag( ) ( )2 2
R .

Здесь Е — единичная матрица размерностью
матрицы А. Значение матрицы KR должно отвечать

условиям

K E LR zT= +-( )1 .

На основании последнего требования определя�
ется матрица

K E A= +-( )Tz
1 . (15)

Выполнение условий (15) позволяет основную
систему (1) при организации управления (8) запи�
сать в виде системы уравнений:

d

dt
T UzX A K X Y Y Y3 3 2 13 3= - + -( ) ( ) ( ) .diag ref ref refP

(16)

Решение (16)

X X3 3 33 0( ) ( )
/

t e
t Tz= +-

+ - - -ò3 3 2 1

0
e T U dt

z

t
( )( ) ( ) ( )A K Y Y Yt tdiag ref ref refP

при нулевых начальных условиях X 3 0( ) представле�

но в виде

X Y Y Y3 2 1 3
1( ) ( ) ( ) [ ].

/
t U e

t Tz= -- -
diag ref ref refP (17)

Так как X X X3 2( ) ( ( )) ( )t t t= diag , уравнение (17)

преобразовано в три эквивалентных уравнения:

diag diag diagref ref( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )Y Y Y X X- - =1 2 2P t t

= - -
U e

t Tz
ref [ ]

/
1

3
;

y y y

y y y

y y y

x t U e
1 2 3

2 3

3 2

3 1
ref ref

1ref ref

1ref ref

ref( ) [= - - 3t Tz/
]. (18)

В соответствии с заданными условиями (2)

1 1
2

2
2

3
2= + +y y y ; y y y1 2

2
3
21= - -

следует: если две проекции вектора Y известны, то
и третья проекция может быть определена. Следо�
вательно, при нулевых начальных условиях вектор
выходных величин во всем временном диапазоне
отвечает заданному значению, обеспечивая требуе�
мые свойства системы управления при регулирова�
нии:

Y Yref = ( )t . (19)

На основании (18) кубическое значение модуля
регулируемых переменных будет изменяться про�
порционально m t( ) основной выходной величине:

x t
U

y y
e

t Tz3

2 3

3
1( ) [ ]

/= - -ref

1ref ref refy
;

m t U e
t Tz( ) [ ]
/= - -

ref 1
3

. (20)

Определенный выбор коэффициентов матрицы
обратных связей (15) обеспечивает равное быстро�
действие контуров регулируемых переменных ос�
новной системы управления. При нулевых началь�
ных условиях регулируемые переменные изменя�
ются пропорционально с одинаковым темпом. В
этих условиях положение векторов как в статиче�
ских, так и в динамических режимах не изменяется
и соответствует заданию вектора выходных вели�
чин Yref . Регулятор управления (8) системы (1)
можно назвать оптимальным, если существуют на�
чальные условия решений сопряженной системы
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S(0), при которых гамильтониан быстродействия
(10) равен единице [3]:

S Y Y Y( ) ) )0 3 1 2 1= - - -diag( ref ref refref
U Tz (P ;

S S( ) ( )t e

t

Tz=

3

0 .

Подставив решения (14) и (17) в (10), можно
убедиться, что на всем временном интервале га�
мильтониан быстродействия равен единице:

H e e y y y

t

T

t

Tz z= - +

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

+ + =1 1

3 3

1
2

2
2

3
2( ) .

Поэтому перевод состояния многоканального
объекта управления из положения, соответствую�
щего нулевым начальным условиям, в положение,
определенное управляющими воздействиями (8),
при соблюдении условий (15) является оптималь�
ным. Критерием оптимальности является время.
На основании (17) представим регулируемые пере�
менные системы (1):

Х Y Y Y( ) ) ) [ ]
/

t U e
t Tz= -- -

diag( ref ref
ref

2 1 33 1(P . (21)

Структурная схема системы (1) при организа�
ции управления (8) и выполнении условий (15) по�
казаны на рис. 2.

На рис. 3 приведены результаты моделирования
процессов формирования выходных величин в сис�
теме MatchCad15. Результаты моделирования пока�
зывают, что изменение во времени основной вы�
ходной величины соответствует полученному ана�
литическому выражению (20). Вектор выходных ве�
личин при нулевых начальных условиях в любой
момент времени достаточно точно отвечает задан�
ному значению (19). Физически это объясняется
тем, что в статических и динамических режимах
соотношение между регулируемыми переменными
остается неизменным [4]. Задаваясь желаемым бы�
стродействием контуров регулируемых перемен�
ных, которое характеризуется параметром времени
Tz и достигается посредством определенного выбо�
ра регулятора, зависимость основной выходной ве�
личины от задания описывается апериодическим
звеном первого порядка [5].
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Synthesizing the Control System for a Multichannel Plant

G.M. SIMAKOV and Yu.P. FILYUSHOV

A method for synthesizing a system for controlling the output variables of a multichannel interlinked
plant based on the maximum principle is presented. It is shown that the control optimal in terms of response
speed should ensure control of the specified variables with the same rate, which is achieved by synthesizing
the appropriate control output. This key statement is valid for multichannel plants in which their inner
feedbacks can be decoupled. The specified correlation between the controlled variables is retained in the
entire time interval without upsetting the optimality of transients. Time serves as the optimality criterion.

Ke y w o r d s : multichannel plant, optimal control, maximum principle
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