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Об аппроксимации периодических индуктивностей электрических
двигателей эллиптическими функциями Якоби

ЕНИН В.Н., СТЕПАНОВ А.В.

Электрические двигатели индукторного типа
получили широкое распространение в точных тех�
нологических установках, в конструкциях роботов
и манипуляторов для обеспечения заданного быст�
родействия, точности позиционирования, широко�
го диапазона регулирования скорости, ограничения
пульсаций момента и т.д. Одними из широко ис�
пользуемых в настоящее время являются бескон�
тактные двигатели постоянного тока, применяемые
в вентильно�индукторном электроприводе [1, 2],
включающем бесконтактный двигатель постоянно�
го тока, преобразователь частоты на основе управ�
ляемых ключей (вентилей) и систему управления.
Распространение также получили электрические
машины с постоянными магнитами, питаемые от
источника постоянного напряжения с инвертором.
Машины этого типа используются как для генера�

ции электрической энергии в ветроэнергетических
установках, так и в качестве исполнительных и
приводных двигателей, что позволяет повысить
КПД электрической машины при электромехани�
ческом преобразовании электрической энергии
[2—4].
Несмотря на несомненные успехи при проекти�

ровании электрических двигателей и их систем
управления ряд вопросов требует дальнейшего ис�
следования. Математическое описание характери�
стик двигателя приобретает особое значение для
более точного анализа его электромагнитных про�
цессов, поэтому ряд работ посвящен уточнению
магнитных характеристик двигателя. В [5] рассмот�
рено влияние явления намагничивания на пуск,
синхронизацию двигателя, пульсации момента.
Влияние на крутящий момент нелинейной зависи�
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Для аппроксимации периодических индуктивностей электрических двигателей индукторного
типа предлагается использовать эллиптические функции Якоби. Индуктивности обмоток стато 
ра в зависимости от угла поворота ротора для различных типов электрических машин могут
быть постоянными, синусоидальными, периодическими. Для электрических машин с зубчатостью
магнитных систем статора и ротора эта зависимость имеет трапециевидный характер. Исполь 
зование эллиптических функций позволяет описать эти основные зависимости. Для заданных зна 
чений периода, максимальной и минимальной индуктивности, а также вида исходной зависимости
подбирается вид аппроксимирующей функции на основе эллиптических функций Якоби. Применя 
лись эллиптический синус и эллиптическая функция — дельта амплитуда. Получены расчетные
формулы для вычисления параметров аппроксимирующих функций.
Клю ч е вы е с л о в а : электрический двигатель, индуктивности обмоток статора, периоди 
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мости между потокосцеплением и током статора
рассмотрено в [6]. Влиянию зубчатости магнитных
систем ротора и статора на пульсации момента по�
священа работа [7].
В [8, 9] отмечается, что зависимость индуктив�

ности обмоток статора от угла поворота ротора
двигателя может отличаться от синусоидальной, и
для ее аппроксимации применяются функции, оп�
ределенные на различных интервалах разными ап�
проксимирующими выражениями (сплайн�функ�
ции). Однако такая аппроксимация требует допол�
нительного анализа при переходе от одного вида
аппроксимирующей функции к другой, а также
приводит к скачкообразному изменению значений
индуцируемого напряжения на обмотках статора.
Учитывая периодичность зависимости индуктивно�
стей обмоток статора от угла поворота ротора, час�
то используется аппроксимация в виде ряда Фурье
[10], но это вызывает дополнительные пульсации
электромагнитного момента двигателя при его мо�
делировании.
Одна из проблем при описании характеристик

электрического двигателя — выбор подходящей ап�
проксимирующей функции, вид которой близок к
характеристике, полученной экспериментально.
Авторы статьи при математическом описании зави�
симости индуктивностей от угла поворота ротора
для бесконтактного электрического двигателя с по�
стоянными магнитами (режим без насыщения) ис�
пользуют эллиптические функции Якоби [11]. Они
наиболее адекватно описывают искомую зависи�
мость, что исключает при анализе появление до�
полнительных пульсаций момента. Функции Якоби
могут быть описаны нелинейными дифференци�
альными уравнениями второго порядка и встроены
в математическую модель двигателя. Это дает воз�
можность получить единое аналитическое описа�
ние зависимости потокосцепления обмоток ротора
на всем интервале изменения углов ротора и ис�
пользовать его при построении математической
модели двигателя.
Как отмечено в [8], магнитная проводимость

вдоль зазора (вследствие зубцов статора и ротора)
зависит от угла поворота ротора и тока статора, и
при увеличении тока ее форма изменяется от сину�
соидальной к трапециевидной. Эллиптические
функции Якоби, которые могут быть использованы
для аппроксимации периодических характеристик,
согласно [10] запишем в виде:

sn( ) sin ( )k q y k q= ; (1)

cn( ) cos ( )k q y k q= ; (2)

dn( ) sin ( )k q y k q= -1 2m , (3)

где sn( )k q – эллиптический синус; cn( )k q – эллип�
тический косинус; dn( )k q – дельта�амплитуда; q –
угол поворота ротора; k – параметр, определяю�
щий период эллиптической функции Якоби.
Функция y k q)( , называемая амплитудой k q,

k q=
y dx

m x1 20 -
ò

sin
.

Период эллиптических функций, а также их
форма, определенные выражениями (1)–(3), зави�
сят от параметров k и m. Параметр m лежит в ин�
тервале [0, 1), при m= 0 эллиптический синус и ко�
синус превращаются в обычные тригонометриче�
ские функции, а функция дельта�амплитуда в этом
случае равна константе. При увеличении параметра
m эллиптические функции преобразуются к трапе�
циевидным, а при стремлении m к единице — к
прямоугольным или импульсным функциям. Пери�
од, определяемый параметрами k и m, эллиптиче�
ских функций sn( )k q и cn( )k q равен

Wп =
-

ò4
1 20

dx

m xsin

y
. (4)

Период функции dn( )k q дельта�амплитуда равен
Wп / 2, период Wп при замене переменных t x= sin( )
можно вычислить с помощью следующего интегра�
ла:

Wп =
- -

ò4
1 12 20

1 dt

t mt( )( )
. (5)

Интеграл (5) представляет собой эллиптический
интеграл первого рода.
Если по углу поворота ротора q задан период

qп , то параметр k с учетом (4) вычисляется для
функций sn( )k q и cn( )k q следующим образом:

k
q

y
=

-
ò4

1 20п

dx

m xsin
, (6)

а для функции dn( )k q дельта�амплитуда

k
q

y
=

-
ò2

1 20п

dx

m xsin
. (7)

Таким образом, используя формулы (6), (7) и
вычисляя параметр k , можно обеспечить одно и то
же значение периода по углу q при различных зна�
чениях параметра m. При изменении параметра m
при постоянстве периода меняется форма периоди�
ческой функции. Вид эллиптических функций для
различных значений параметра m и периода по
углу q при q pп = = °2 6 60/ приведен на рис. 1.
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Индуктивности обмоток статора исполнитель�
ных синхронных или вентильных двигателей явля�
ются периодическими функциями угла поворота
ротора q и в случае зубчатой магнитной системы
имеют трапециевидный характер [8]. Период ин�
дуктивностей статора определяется числом полю�
сов ротора и может быть вычислен по формуле
q pп = / p, где p – число пар полюсов ротора. Для
аппроксимации функции L( )q , имеющей вид трапе�
ции, выберем аппроксимирующее выражение. Ис�
ходя из вида функции L( )q можно использовать в
аппроксимирующем выражении эллиптический си�
нус sn( )k q или функцию дельта�амплитуда dn( )k q .

Аппроксимация эллиптическим синусом. Аппрок�
симируем индуктивность обмотки статора L( )q
функцией

L L Ls ma sn( ) ( )q k q= +0 . (8)

Функция La ( )q определяется четырьмя незави�
симыми параметрами L0, Lm , m, k . Для ее опреде�
ления необходимо задаться условиями. Одним из
них является требование: период этой функции по
углу q должен быть равен qп . Другое условие тре�
бует совпадения минимальных и максимальных
значений функции L( )q и аппроксимирующего вы�

ражения La ( )q . Тогда функция La ( )q должна удов�
летворять условиям:

L L Lm0 4
+ =sn п( ) maxk

q
;

L L Lm0
3

4
+ =sn п( ) mink

q
.

В точке q= 0 учтем крутизну трапециевидного
импульса

L
d

d

dL

dm=
æ
è
ç ö

ø
÷=

æ
è
ç ö

ø
÷

=

sn( ) ( )k q
q

q
q q 0

. (9)

Поскольку

sn пk
q
4

1
æ

è
çç

ö

ø
÷÷= , sn пk

q3
4

1
æ

è
çç

ö

ø
÷÷= - ,

с учетом условий (7), (8) получаем

L L Lm0+ = max ; L L Lm0 - = min ,

тогда

L
L L

0 2
=

+max min , (9а)

L
L L

m=
-max min

2
. (9б)

Производная функции sn( )k q равна

d

d

( )
( ) ( )

sn
sn dn

k q
q

k k q k q= ,

и при q= 0 получаем
d

d

( )snk q
q

k= .

Параметр k зависит от значения параметра m,
поэтому можно записать

L
L dx

m x
m

mk
q

p
=

-
ò

4

1 20

2

п sin

/
,

при этом должно выполняться

L
dL

d
Lmk

q
q q

=
æ
è
ç ö

ø
÷ = ¢

=

( )
( )

0
0 .

Для определения параметра m необходимо ре�
шить нелинейное уравнение

¢ =
-

òL
L dx

m x

m( )
sin

/
0

4

1 20

2

q

p

п
. (10)

Найдем параметр m с помощью итерационного
алгоритма решения уравнения (10):
1) зададим нижнее и верхнее граничные значе�

ния для параметра m:

Mi = 0, Ms = 1, m0 1= , k= 1;

2) вычислим приближение
m M Mk s i= +( ) / 2;
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Рис. 1. Эллиптические функции Якоби sn( )k q , dn( )k q : 1 –
m= 0; 2 – m= 0 95, ; 3 – m= 0 999,



3) определяем

¢ =
-

òL
L dx

m x
k

m

k

( )
sin

/
0

4

1 20

2

q

p

п
;

4) если ¢< ¢L Lk ( )0 , то M mi k= ;
если ¢ > ¢L Lk ( )0 , то M ms k= ;

5) в случае M Ms i- £ e3 параметр m с заданной

точностью e3 вычислен, иначе переходим к п. 2.
После вычисления параметра m параметр k ап�

проксимирующей функции (8) определяем по (6).
Аппроксимация функцией dn. Для аппроксима�

ции индуктивности обмотки статора в зависимости
от угла поворота ротора можно использовать также
функцию дельта�амплитуда. Она имеет период,
вдвое меньший, чем у эллиптических синуса и ко�
синуса, и изменяется от максимального положи�
тельного значения dn( )0 1= до минимального поло�
жительного значения dn п( / )q 4 1= - m. Аппрокси�

мируем индуктивность обмотки L( )q функцией
вида

L Ld ma dn( ) ( )k q k q= . (11)

Определим параметры аппроксимирующей
функции из условий:

L Lmdn( ) max0 = ; (12)

L Lmdn 4
пk

qæ

è
çç

ö

ø
÷÷= min . (13)

Из (12) следует

L Lm= max . (14)

Используя условие (13), запишем

L m Lmax min1- =

и, определяя из этого уравнения параметр m, полу�
чаем

m L L= -1 2 2
min max/ . (15)

После этого параметр k определяется по (7).
Пример. Типовая зависимость L( )q для двигате�

ля с зубчатой магнитной системой приведена на
рис. 2 (сплошная линия), ротор имеет три пары по�
люсов. Период этой функции qп = °60 (qп = 1,047
рад). Максимальное и минимальное значения ин�

дуктивности Lmax = 0,165, Lmin = 0,015. Аппрокси�
мируем эту функцию выражением (11) и, исполь�
зуя (12)–(15), вычисляем параметры:

Lm = 0,165; m= - =1 0 015 0165 0 9917352 2, / , , .

Параметр k для значения m= 0,991735 равен
0,7238. На рис. 2 приведен график функции
L da ( )q .
Зависимость L( )q можно аппроксимировать так�

же функцией L sa ( )q (8) с использованием эллипти�
ческой функции sn( )k q . Применяя (9)–(10), вычис�
ляем параметры аппроксимирующей функции:

L0
0165 0 015

2
0 09=

+
=

, ,
, ; Lm =

-
=

0165 0 015

2
0 075

, ,
, .

Параметры m и k вычислялись на основе урав�
нения (10), ¢ =L sa п( / )q 4 1,4511. Решив это уравне�
ние, получим m= 0,9585, k = 11,4526. График функ�
ции L sa ( )q приведен на рис. 2, ниже – результаты
расчетов периодической индуктивности:
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Рис. 2. Аппроксимация индуктивности обмотки статора: 1 —
экспериментальные данные; 2 — аппроксимация функцией
дельта�амплитуда; 3 — аппроксимация с использованием эл�
липтического синуса
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About Approximating the Periodic Inductances of Electric Motors
by Elliptical Jacobi Functions

V.N. ENIN and A.V. STEPANOV

It is proposed to use elliptical Jacobi functions for approximating the periodic inductances of
inductor type electric motors. The inductances of stator windings as a function of the rotor rotation angle
for different types of electric machines may be constant, sine wave, and periodic ones. For electrical
machines with toothed magnetic systems of the rotor and stator, this dependence has a trapezoid shape. The
use of elliptic functions allows this main dependences to be described.The kind of approximating function
on the basis of elliptic Jacobi functions is selected for the specified values of period, the maximal and
minimal inductance, and the kind of initial dependence,. The elliptic sine and the delta amplitude elliptic
function were used. Formulas for calculating the parameters of approximating functions are obtained.
K e y w o r d s : electric motor, stator winding inductances, periodic functions, approximation of

characteristics, elliptic Jacobi functions
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