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Аналитическое решение задачи электростатики для неоднородно
деформированного сферического конденсатора

ПОЛЯКОВ П.А., РУСАКОВА Н.Е., САМУХИНАЮ.В.

Конденсаторы находят широкое применение в
установках различного технологического назначе�
ния в качестве накопителей электрической энергии
[1–7], много работ посвящено вопросу распределе�
ния электрического поля на его обкладках [8–12].
Однако существуют единичные примеры геометри�
ческих конфигураций конденсаторов, допускаю�
щих точное аналитическое решение основной зада�
чи электростатики. Наиболее известными из них
являются сферические, бесконечные плоские и ци�
линдрические конденсаторы. Если же размеры
пластин конденсатора ограничены или имеют бо�
лее сложную форму (например деформированы),
т.е. расстояние между ними неоднородно, то рас�
пределение электрического поля и плотность заря�
дов в таких конденсаторах можно рассчитать толь�
ко численными методами.

В статье рассматривается трёхмерный несим�
метричный конденсатор, обкладками которого яв�
ляются фигуры сложной нетривиальной формы.
Исследуется распределение заряда по поверхности
обкладок такого конденсатора.

Ранее в [13, 14] было показано, что существует
точное аналитическое решение задачи электроста�
тики для проводящей оболочки, представляющей
собой в сферической системе координат ( , , )r q f фи�
гуру вращения относительно оси Oz замкнутой
кривой, уравнение которой r( )q имеет вид
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где e0 – электрическая постоянная; q – полярный
угол; j – постоянная, равная потенциалу оболоч�
ки; a0 – константа, равная суммарному заряду q на
оболочке (1); a1 – константа, определяющая асим�
метрию оболочки.

Эквипотенциальные поверхности электрическо�
го поля, создаваемого зарядами q на фигуре (1), в

сферической системе координат ( , , )r q f задаются
уравнением:
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Если заменить любую эквипотенциальную по�
верхность тонкой проводящей оболочкой, опреде�
ляемой вращением замкнутой кривой (1) с мень�
шим по модулю потенциалом j , противоположным
по знаку зарядом q a= - 0 и отрицательной констан�
той - а1, то электрические поля вне этих двух обо�
лочек компенсируются. Тогда электрическое поле
сосредоточится между двумя этими оболочками,
потенциал которого будет определяться выражени�
ем (2) за вычетом постоянного потенциала внеш�
ней оболочки. Таким образом, получаем неодно�
родный трехмерный конденсатор, допускающий
точное аналитическое решение задачи электроста�
тики.

Для проведения конкретных расчетов удобно
перейти к безразмерным параметрам [13, 14], раз�
делив обе части равенства (2) на значение
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, равное значению потенциала проводя�

щей сферы радиусом r0 с суммарным зарядом
q a= 0. Тогда уравнение поверхности обкладки кон�
денсатора примет безразмерный вид [13, 14]:

Y x x k2 - m cos q= 0, (3)

где

Y =
j
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, x r r= / 0, k a a r= 1 0 0/ ( ). (4)

В (4) Y – безразмерный потенциал, нормиро�
ванный на потенциал проводящей сферы радиусом
r0 с суммарным зарядом q a= 0; х – радиус�вектор,
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нормированный на радиус этой сферы; k – безраз�
мерный коэффициент.

При выборе знаков имеем две идентичные фи�
гуры, зеркально симметричные относительно друг
друга. Для определённости ограничимся знаком
«минус».

Из двух корней уравнения (3) физический
смысл имеет только один. В результате из (3) полу�
чим уравнение поверхности в ранее введённых без�
размерных координатах:

x
k

(
cos

q)=
q1 1 4

2

+ + Y
Y

, f pÎ[ ; ]0 2 . (5)

Следуя работам [3, 4], введём безразмерную

плотность заряда ~ /s s s= 0, где s p0 0
24= q r/ –

плотность распределения заряда по поверхности
сферического проводника радиусом r0. Тогда со�
гласно [13, 14] выражение для безразмерной по�
верхностной плотности распределения заряда будет
иметь аналитический вид:
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На рис. 1 и 2 показаны форма поверхности (5) и
распределение заряда (7) на внутренней обкладке

конденсатора при Y = 1 и k= 0 25, в сечении плоско�
стью, перпендикулярной плоскости Oxy (ось z на
рисунках горизонтальна). Если произведение пара�
метров Y k1 превышает 0,25, полученная поверх�
ность будет разрывной, и решение не подходит.

Из рис. 1 видно, что поверхность не является
центрально�симметричной и по форме напоминает
яблоко. Распределение заряда по поверхности об�
кладки сильно неоднородно, и плотность заряда в
области выемки близка к нулю.

На рис. 3 построены эквипотенциальные по�
верхности внутри конденсатора между обкладками,
имеющими безразмерный потенциал Y = 1 и 0,5 при
значении безразмерного параметра k= 0 25, . Конту�
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Рис. 1. Форма поверхности фигуры, симметричной относитель�
но оси z
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Рис. 2. Распределение заряда по поверхности фигуры, симмет�
ричной относительно оси z

Рис. 3. Формы обкладки конденсатора, симметричной относи�
тельно оси z при Y = 1; 0,95; 0,9;…;0,5
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ры обкладок выделены жирной линией, эквипотен�
циальные поверхности обозначены тонкими ли�
ниями. Разность потенциалов между соседними эк�
випотенциальными поверхностями в безразмерных
единицах равна 0,05.

Заметим, что на внутренней обкладке конденса�
тора (при Y = 1) безразмерная поверхностная плот�
ность заряда достигает максимального значения
~s= 1,04 при q= 187, рад. Соответственно, при q= 0
поверхностная плотность заряда принимает значе�
ние ~s= 0,97; при q p= значение ~s= 0,22. На внешней
обкладке (при Y = 0 5, ) максимальное значение по�
верхностной плотности распределения ~s= 0,25 дос�
тигается при q= 1 7, рад, что не совпадает с анало�
гичным значением для внутренней обкладки.

На рис. 4 построены эквипотенциальные по�
верхности внутри конденсатора между обкладками,
имеющими безразмерный потенциал Y = 1 и 0,95
при значении безразмерного параметра k= 0 25, .
Разность потенциалов между соседними эквипо�
тенциальными поверхностями в безразмерных еди�
ницах равна 0,01.

Таким образом, видим, что распределение плот�
ности заряда по поверхностям обкладок неодно�
родно. С увеличением значения потенциала плот�
ность распределения заряда по поверхности умень�
шается. На внешней и внутренней обкладках мак�
симальные значения плотности распределения за�
ряда отличаются друг от друга. Расстояние между
обкладками будет минимальным в той области, в
которой плотность заряда для внутренней фигуры
принимает максимальное значение. Максимальное
расстояние наблюдается в области выемки внут�
ренней фигуры.

Отметим, что полученное аналитическое реше�
ние может служить тестом для эффективности чис�
ленных решений задачи электростатики с по�
мощью различных математических пакетов.
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Рис. 4. Форма поверхности фигуры, симметричной относитель�
но оси z при Y = 1; 0,99; 0,98;…; 0,95
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Example of an Electrostatic Problem for Non6uniformly Deformed
Spherical Capacitor with Analytical Solution
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In the paper new form of non"uniform three"dimensional capacitor that enables an exact analytical
solution of the electrostatic problem is computed. Hitherto only few analytical solutions of electrostatic
problems are known for single geometric forms of capacitors. An analytical solution for the surface charge
density distribution is obtained. The dependence of the density on a spacing between the capacitor arms is
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