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Общие замечания по организации итерационных
процессов решения сверхжестких нелинейных диф�
ференциально�алгебраических систем уравнений. В
[1] сформулирован и теоретически обоснован ите�
рационный численно�аналитический метод реше�
ния нелинейных дифференциально�алгебраических
систем уравнений (ДАСУ) и доказана его квадра�
тичная сходимость.

В общем случае рассмотрим сверхжесткую не�
линейную дифференциально�алгебраическую сис�
тему уравнений:

B
d

dt
x t A x t g x t t( ) ( ) [ ( )] ( )= + +лин j ; x t x( )0 0= , (1)

где B и Aлин – постоянные вещественные матрицы
коэффициентов порядка n (при этом матрица В
вырожденная); x t( ) – вектор искомого решения по�
рядка n; g x t[ ( )]- нелинейная вектор�функция, зави�
сящая от x t( ); f t( )- вектор воздействий (сигналов);
x0 – вектор начальных условий в момент времени
t0.

Разложим нелинейную вектор�функцию g x t[ ( )] в
ряд Тейлора в окрестности точки x0 и получим

g x t g x J x x t x R x t[ ( )] ( ) ( ) ( ( ) ) [ ( )]= + ´ - +0 0 0 , (2)

где g x( )0 – постоянный вещественный вектор зна�
чений нелинейной вектор�функции в точке x0 для
времени t0; J J x= ( )0 – постоянная вещественная
матрица коэффициентов (матрица Якоби); R x t[ ( )] –
остаток ряда Тейлора для старших производных.

Исходную нелинейную систему перепишем те�
перь в виде

B
d

dt
x t A J x t R x t g x Jx t( ) [ ] ( ) [ ( )] ( ) ( ).= + + + - +лин 0 0 j (3)

Обозначим A A J= +лин и j j* ( ) ( ) ( )t g x Jx t= - +0 0

и рассмотрим нелинейную ДАСУ:

B
d

dt
x t Ax t R x t t( ) ( ) [ ( )] ( )*= + + j ; x t x( )0 0= . (4)

Если для R x t[ ( )] нам удастся подобрать такую
вектор�функцию z t( ), что

z t R x t( ) [ ( )]= ; t t tÎ +[ , ]0 0 t , (5)

то решение для исходной нелинейной системы на
этом интервале совпадет с решением линейной
дифференциально�алгебраической системы:

B
d

dt
x t Ax t t z t( ) ( ) ( ) ( )*= + +j ; x t x( )0 0= . (6)

Теперь можно предложить некий итерационный

процесс [2] последовательного асимптотического

приближения к решению нелинейной ДАСУ через

серию решений линейных систем, а именно:

B
d

dt
x t Ax t t z tk k k( ) ( ) ( ) ( )*= + + -j 1 ; x t x( )0 0= , (7)

где индекс k означает номер итерации, а функция
z tk- 1( ) – приближение к остатку ряда Тейлора в (2)
для итерационного приближения к решению на
предыдущей итерации.

Изложен спектральный численно�аналитический
метод Ньютона–Канторовича–Михайлова для моде�
лирования нелинейных режимов в радиоэлектронных
схемах в условиях сверхжесткости их математиче�
ских моделей.
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ческие модели, спектральные численно�аналитиче�
ские методы
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operating modes in radioelectronic circuits under the
conditions of their super�rigid mathematical models is
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Итерационный процесс для нелинейных ДАСУ
сходится к нелинейному решению, если для каж�
дой итерации выполняется условие

z R x z R xk k k k+ +- < -1 1 2 2
( ( , (8)

тогда lim ( ) ( )
k kx t x t
® ¥

= для системы (6).

Если для нелинейной ДАСУ (1) рассчитывается
невязка на k�й итерации

B
d

dt
x A x g x t tk k k k

�

( ) ( ) ( )- - - - =лин j x , (9)

где xk t( ) – невязка для x tk ( ), то процесс сходится к
нелинейному решению системы (1), если для каж�
дой итерации выполняется условие

x xk kt t+ <1 2 2
( ) ( ) ,

тогда lim ( ) ( )
k kx t x t
® ¥

= для нелинейной системы (1).

Таким образом, вопрос о том, как и каким ма�
тематическим методом реализовать итерационный
процесс (7), является особенно актуальным, так
как это связано со скоростью сходимости метода,
сложностью его реализации, затратами ресурсов
ЭВМ, ограничениями на вид нелинейных зависи�
мостей в нелинейной вектор�функции ДАСУ (1) и
т.д.

Численно�аналитический метод Ньютона–Канто�
ровича–Михайлова. Невязку в (9) аналитически
вычислить невозможно из�за сложности нелиней�
ных зависимостей.

Однако можно вычислить невязку на дискрет�
ном наборе временных точек t t ts1 2, ,..., . Поправку к
невязке на (r+1)�й итерации будем вычислять по
формуле

B
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x A x g x t t

t t
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r r
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D 1

1 Dxr t+1( ).

(10)

Предположим, что мы аппроксимировали не�
вязку аналитической от времени вектор�функцией
x r tап ( ).

Метод Ньютона–Канторовича–Михайлова име�
ет предписание [2]:
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Здесь r – номер итерации получения аналитиче�
ского приближения к решению x tr ( ), а вектор

x0

x0 является вектором начальных условий в начале
интервала.

Доказательство сходимости метода на числовом
промежутке выполнено в [1, 2]. Метод имеет квад�
ратичную сходимость (рассчитывается ньютонов�
ская поправка) и является численно�аналитиче�
ским обобщением метода Ньютона–Канторовича
для одной переменной [3].

Поскольку x tr+1( ) является аналитической от
времени функцией, то путем дифференцирования

можно вычислить и вектор
d

dt
x tr+1( ) и, следова�

тельно, вычислить невязку x r t+1( ) согласно (9) на
временном наборе точек t t ts1 2, ,..., . Если невязка на
каком�либо интервале расходится, то можно вы�
брать меньший интервал, т.е. оценить сход с траек�
тории точного решения. После получения доста�
точно близкого приближения к точному решению
на определенном интервале выбираем следующий
интервал, принимая конечную точку данного ин�
тервала за начало следующего (сшивание решений
на интервалах). Этим обеспечивается сходимость
численно�аналитического решения на длительных
промежутках времени.

Численно�аналитический метод решения линей�
ных ДАСУ. Рассмотрим численно�аналитический
метод решения линейных ДАСУ [2, 4] на примере
ДАСУ

B
d

dt
x t Ax t t( ) ( ) ( )= + j ; x t x( )0 0= (12)

с постоянными вещественными матрицами коэф�
фициентов В и А (матрица В вырожденная).

Используя одноранговое представление резоль�
венты регулярного пучка матриц D p pB A( )= - [5]
для линейных ДАСУ единичного индекса [6], по�
лучаем точный аналитический вид решения, полу�
ченный В.Б. Михайловым:
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Здесь m- порядок характеристического полинома
пучка, равный рангу матрицы В; l k ( ,..., )k m= 1 –
различные собственные значения пучка матриц; uk
и vk – соответственно правый и левый собствен�
ные векторы пучка матриц для собственного значе�
ния l k , связанные уравнением нормировки

v Bu
k
T

k = 1; Q0 – матрица при алгебраической части

решения.
Численно�аналитический метод решения (13)

имеет вид
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где L- 1 и L – обратное и прямое преобразования
Лапласа соответственно; p – оператор Лапласа.

При этом собственные значения и собственные
векторы определяются численными методами, а
интеграл свертки (интеграл Коши–Дюамеля) в (13)
определяется аналитическим от времени t образом
с использованием прямых и обратных преобразова�
ний Лапласа, причем решение (14) можно оптими�
зировать по вычислительным затратам.

Предположим, что входной сигнал j ( )t является
суммой нескольких сигналов, а именно:

j j j( ) ( )t f tj
j

s
=

=
å
1

, (15)

где s – число сигналов в сумме; f j ( ,..., )j s= 1 – век�
торы постоянных коэффициентов; j j t( ) ( ,..., )j s= 1 –
скалярные аналитические функции времени,
имеющие изображение по Лапласу.

Учитывая обратные преобразования Лапласа,
можно записать:
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где b
kl
, b jr – скалярные коэффициенты; y jr t( ) –

аналитические функции времени; rsj – число ана�
литических функций в интеграле свертки для l k и
j j t( ).

Численно�аналитическое решение можно сразу
оптимизировать с учетом (15) и (16), а именно:
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где a k k
Tv Bx= 0 ( ,..., )k m= 1 – предварительно и одно�

кратно вычисленные скалярные произведения;

bkj k
T

jv f= ( ,..., ; ,..., )k m j s= =1 1 также.

Предположим, что пучок матриц в исходной
линейной ДАСУ имеет вид

D p pB A p
B A A
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где блоки B11 и A22 не вырождены.
В этом случае [4]:

Q
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ú- . (19)

Некоторые замечания по аппроксимации невязок.
Хотя метод еще практически не реализован, можно
высказать определенные соображения по аппрок�
симации невязок. Будем выбирать длину интервала
сходимости таким образом, чтобы невязка была
достаточно гладкой функцией времени (этот ин�
тервал все равно будет значительно больше, чем
шаг интегрирования в численных методах).

В этом случае можно аппроксимировать невяз�
ку следующими наборами временных функций:

полиномами от времени;
набором ряда экспонент с положительным ве�

щественным показателем;
гиперболическими функциями;
рядами Фурье;
многочленами Чебышева.
Рассмотрим метод аппроксимации смещенными

многочленами Чебышева.
Пусть для функции f t( ) требуется построить

функцию вида

F t a t a t a tn n( ) ( ) ( ) ... ( )= + + +0 0 1 1j j j (20)

так, чтобы минимизировать взвешенную средне�
квадратическую ошибку на интервале ( , )a b

s g2 2= -ò ( )[ ( ) ( )]t F t f t dt
a

b
, (21)

где g( )t – заданная неотрицательная весовая функ�
ция.

Если функции j k t( ) действительны и попарно
ортогональны с весом g( )t на интервале ( , )a b , т.е.
если

g j j( ) ( ) ( )t t t dti j
a

b
ò = 0, i j¹ ,

то искомые коэффициенты ai вычисляются по
формулам:

a

t f t t dt

t t dt
i

i
a

b

i
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b
=
ò

ò

g j

g j

( ) ( ) ( )

( ) ( )2

, i= 0 1 2, , ,... (22)

Аппроксимация ортогональными многочленами
Чебышева характеризуется тем замечательным пре�
имуществом, что улучшение аппроксимации добав�
лением нового члена a tn n+ +1 1j ( ) не изменяет ранее
вычисленных коэффициентов a a a an0 1 2, , ,..., .

Подстановка t x= +a b, dt dx= a в данных форму�
лах позволяет изменить масштаб или сдвинуть ин�
тервал. Отметим, что вычисление коэффициентов
по формуле (22) требует знания функции f t( ) на
всем интервале.

Совершенно очевидно, что поскольку невязка
x( )t в формуле (20) рассчитывается не в виде анали�
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тической зависимости, а по множеству точек на
интервале ( , )a b , то и в формуле (22) будем заменять
интегралы на соответствующие суммы, а именно:

a

t t t t t
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1

)

,

t a bkÎ( , ); k= 1 2, ,..., (23)

где j – номер компоненты в векторе невязок x( )t
соответствующего порядка.

Формула (23) приведена в самом примитивном
виде, так как для более точного вычисления сумм в
(23) опять можно применить аппроксимацию по
нескольким точкам (или, например, методом «зо�
лотого сечения»).

Вообще говоря, при реализации метода Ньюто�
на–Канторовича–Михайлова удобнее помещать
начало каждого интервала интегрирования в нуле�
вую точку, вводя смещение по времени. Тогда бо�
лее удобно применить смещенные многочлены Че�

бышева T tn
* ( ), определяемые на отрезке [ , ]0 1 (вводя

еще при этом и масштабирование отрезка) форму�
лами:

T t T t n

n t n
n n
* ( ) ( ) cos ,

cos ; , , ,...

= - =
=

2 1

1 012

J
J = 2 -

(24)

Ниже приводятся многочлены Чебышева:
Для T tn ( )

T0 1= , T t1= , T t2
2 1= - , T t3

34= ; T t t4
4 28 8 1= - +

и т.д.

Для T tn
* ( )

T0 1* = ; T t1 2 1* = - ; T t t2
28 8* = - ;

T t t t3
3 232 48 18 1* = - + - ;

T t t t t4
4 3 2128 256 160 32 1* = - + - + и т.д.

Таким образом, невязку по каждой j�й компо�
ненте (заданной точками) можно представить в
виде

x j k j k
k

m
t a T t( ) ( )( )

*»
=
å
0

, k m= 0 1 2, , ,..., . (25)

Тогда вектор�невязка x( )t , заданный точками на
интервале [ , ]0 D , аппроксимируется в виде

x( ) ( )*t a T tk k
k

m
»
=
å
0

, k m= 0 1 2, , ,..., . (26)

где ak (k m= 0 1 2, , ,..., ) – векторы порядка n; m –
число смещенных многочленов Чебышева в ап�
проксимации вектора невязки.

Для реализации численно�аналитического вида
решения теперь надо вычислить интегралы свертки
вида (для вещественного l k ):
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где bkj k
T

jv a= .

Для комплексно�сопряженных пар будем рас�
сматривать аналитическое вычисление еще двух
интегралов:
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Поскольку сами смещенные многочлены Чебы�
шева являются полиномами от времени, то для
аналитического интегрирования по формулам (27)
и (28) будем использовать формулы для временных
полиномов.

Следует отметить, что на выбираемых интерва�
лах сходимости предложенного метода невязка
представляет собой достаточно гладкую век�
тор�функцию. Число функций�членов аппроксима�
ции может быть достаточно большим, чтобы обес�
печить необходимую степень точности.

Из рассмотрения метода Ньютона–Канторови�
ча–Михайлова следует, что он является очень пер�
спективным для получения численно�аналитиче�
ского решения нелинейных ДАСУ, так как в нем
нет ограничений на виды нелинейных функций.
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