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Применение принципа обратной связи для решения уравнений
трансформаторов и электрических машин

ЖУЛОВЯН В.В.

Обратная связь – необходимый атрибут автома�
тической системы, она обеспечивает минимальное
расхождение между задаваемой и воспроизводимой

величинами [1]. Такой же прием в тех же целях мо�
жет быть применен и при решении системы урав�
нений, описывающих некоторый объект. Рассмот�
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The article considers a tachogenerator containing a synchronous generator with a three�phase armature
winding, a resistive doubler of the number of phase voltages, two bridge rectifiers of two three�phase
voltages, and a resistive adder of the output voltages from two rectifiers. The requirements for the doubler
and adder are defined. Expressions for the additional rectified three�phase voltage and for its increasing
factor are obtained. Expressions for determining the sum of two rectified three�phase voltages and for the
limit values of this sum are given. It has been found that the ripple of output voltage produced by the
considered tachogenerator does not exceed 1,5%, which is significantly lower than in the known
tachogenerators (3,5–4)%.
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* * *

Предлагается учитывать активное сопротивление первичной обмотки, используя известный
принцип обратной связи. При этом поиск состоит из двух этапов. На первом вводится напряже�
ние за активным сопротивлением и, если в качестве независимых переменных вместо токов при�
нять потокосцепления контуров, то порядок решаемой системы уравнений уменьшается на едини�
цу, что во многих практических случаях позволяет существенно упростить и поиск, и вид иско�
мых решений. На втором этапе, используя прием, известный как принцип обратной связи, нахо�
дится математически строгое соотношение между условным и действительным напряжениями
на зажимах. Таким образом можно представить предварительно найденные величины как функ�
ции последнего. Приводятся примеры, показывающие работоспособность и эффективность такого
подхода на ряде задач, связанных с изучением установившихся и переходных режимов. электриче�
ских машин и трансформаторов.

К л ю ч е в ы е с л о в а: электрические машины, трансформаторы, первичная обмотка, ак�
тивное сопротивление, обратная связь, порядок системы уравнений



рим такую возможность при поиске строгого реше�
ния системы уравнений для трансформаторов и
электрических машин, которые подобны при по�
стоянной скорости вращения ротора [2].
Как известно, при их анализе в целях упроще�

ния поиска искомого решения часто пренебрегают
активным сопротивлением первичной обмотки R1.
Это происходит по двум причинам. Во�первых,
влияние R1 на электромеханическое преобразова�
ние энергии часто является косвенным, например
через снижение напряжения, а во�вторых, мало�
стью последнего, что обусловлено стремлением
достичь высокого КПД. Возникающую ошибку
обычно устраняют за счет увеличения сопротивле�
ния первичной обмотки, не затрагивая остальных
величин [2]. Вместе с тем, погрешность от влияния
R1 легко устранить за счет приема, действующего
по принципу обратной связи, получая при этом
строгое решение.
Рассмотрим такую возможность на примере

асинхронной машины с короткозамкнутым рото�
ром, работающей от сети с уравновешенной систе�
мой напряжений при некоторой постоянной ско�
рости w. Полагая, что сеть бесконечной мощности,
уравнения машины в неподвижной системе коор�
динат имеют вид [3]:
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Здесь p d dt= / ; u s , u r , i s , i r ,Ys , Yr – векторы на�
пряжений, токов и потокосцеплений статора (ин�
декс s) и ротора (индекс r), проекции которых на
оси фаз a b, или А,В,С дают мгновенные значения
указанных величин.
Рассмотрим вначале установившийся режим ра�

боты при некоторой постоянной скорости ротора
w. При этом, учитывая, что все векторы вращаются
со скоростью, равной частоте сети w1, они могут
быть представлены комплексными величинами:
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s
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U e e e= =- j w w1 1 1 и т.д.

В результате система уравнений (1) преобразу�
ется к следующему виду:

U Is s s sR j= + w1Y (2a); Ys s s m rL L= +I I ; (2в)

0 1= +I r r rR j sw Y (2б); Yr s s m rL L= +I I . (2г)

Здесь s= -( ) /w w w1 1 – скольжение (величина, ха�
рактеризующая нагрузку).
Для дальнейшего анализа используем напряже�

ние за активным сопротивлением

¢ = - =U U Is s s s sR jw1Y , (3)

которое определяется потокосцеплением первич�
ной обмотки Ys .
Если предположить, что ¢U s известно, а в каче�

стве переменных использовать потокосцепления,
то задача сводится к поиску единственной неиз�
вестной – потокосцеплению yr , которое определя�
ется решением уравнения (2б), где токи I s и I r бу�
дут выражены через потокосцепления:
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Здесь ¢ =L Ls s s и ¢ =L Lr r s – переходная индуктив�
ность обмоток; s m m= -1 s с – коэффициент рассея�
ния обмоток; m s m sL L= / и m r m rL L= / – коэф�
фициенты магнитной связи обмоток статора и рото�
ра; m m m= s r – результирующий коэффициент связи.
Таким образом, уравнение (2б) преобразуется к

виду

0 1=- + +m m a w )s r s r rjsY Y( ,

откуда потокосцепление ротора

Y Yr
s k

k
s

s k

k

ss

s js

s

s js j
=

+
=

+
¢m m
w

U

1
, (5)

где s R xk r r= ¢/ ; ¢ = ¢x Lr rw1 .
Далее, используя найденные потокосцепления,

получим выражения для токов:

I
U U

Zs
s

s

k

k

s

sjx

s js

s js
=

¢
¢

+
+

=
¢s
; (6)

I
U

r
s

s

r

kjx

s

s js
=

¢
¢
-

+
m

. (7)

На схеме замещения (рис.1) сопротивление Z s
измеряется справа от зажимов 1–1:
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Рис. 1. Электрическая схема замещения асинхронной машины;
Rsm и Rrm – сопротивления, обусловленные потерями в стали
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До настоящего момента приведенные выводы
повторяют ход решения, приведенного в [3]. Далее,
для учета сопротивления авторы возвращаются к
исходной системе уравнений (2,а–г) и находят все
величины уже в функции приложенного напряже�
ния. Однако в этом нет необходимости, если уста�
новить непосредственную связь между напряжени�
ем сети U s и напряжением ¢U s , определенную
структурной схемой рис. 2, из которой следует, что
предварительное решение можно уточнить за счет
приема, использующего обратную связь.

Она широко применяется при построении авто�
матизированных электроприводов, но не использу�
ется в тех же целяхкак способ решения уравнений.
Вместе с тем, на ее основе легко получить аналити�
ческую зависимость между напряжениями, исполь�
зуя следующие соотношения:

¢ = - = - ¢U U I U U Zs s s s s s s sR R / , (8)

откуда находится искомая связь:
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и таким образом все ранее полученные значения
токов и потокосцеплений удается представить уже
как функции приложенного напряжения сети.

Для демонстрации достоверности результатов,
получаемых предлагаемым методом, рассмотрим
выражение (6). С учетом (9) получим
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Здесь s R xks s s= ¢/ .
Полученное выражение совпадает с решением

системы уравнений (2).
То же самое можно сказать и об остальных ве�

личинах, т.е. сохраняя все преимущества, получае�
мые введением ¢U s , за счет найденной связи (9) все
искомые величины будут представлены в функции
приложенного напряжения. Однако прежде попы�
таемся подобным образом учесть потери в стали.
Они определяются основными потерями, обуслов�
ленными потоком взаимоиндукции и добавочными
потерями от полей рассеяния, создаваемых токами
статора и ротора. При равенстве потерь от послед�
них потерям в стали при неподвижном роторе ( )s=1
потери от основного потока приходились бы по�
ровну на первичную и вторичную стороны, тогда
как при синхронной скорости (s=0) они должны
бы снизиться примерно вдвое, но в большинстве
случаев в предлагаемых схемах потери в стали от
скорости ротора не зависят [4, 5]. Чтобы устранить
указанный недостаток, введем сопротивления Rsm
и Rrm , которые должны быть включены, как пока�
зано на рис. 1. Полученная схема замещения сим�
метрична относительно возможных источников пи�
тания, подключаемых к первичным А�А и вто�
ричным В�В зажимам (например, машина двойного
питания). Она отражает и тот факт, что потери в
стали ротора зависят от скольжения и показывает
существование вращающего момента за счет вихре�
вых токов при разомкнутой обмотке ротора, о чем
было указано в свое время в [6].

Потери в стали на первичной стороне связаны с
падением напряжения на сопротивлении статора
Rs . Из соотношений
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где s R b x R xk r r r r= - ¢ = ¢ ¢( ) / /1 необходимо опреде�
лять через эквивалентное сопротивление вторич�
ной цепи: ¢ = + = -R R b R br r r/ ( ) / ( )1 1 ; b R Rr r= / m ,
так как b много меньше единицы.

Таким образом можно записать следующие вы�
ражения:
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для токов, представляя ток на зажимах машины
как сумму токов,
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Рис. 2. Структурная связь между напряжениями U s и ¢U s
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ток в контуре ротора
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В приведенных формулах

A s a ssk ks= + ; B sa s sk ks= -s .

Электромагнитный момент определяется на ос�
нове известного выражения, которое для случая,
когда векторы представляют комплексы, может
быть записано [3]:

M
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Здесь p – число пар полюсов машины; m1 – число
фаз.

Подставляя в приведенное уравнение выраже�
ния для токов и потокосцеплений, получим два
выражения для момента:
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причем последнее выражение представлено через
параметры первичной обмотки.

Рассмотрим предлагаемым способом переход�
ный процесс включения асинхронной машины в
сеть (бесконечной мощности), вращающейся с по�
стоянной скоростью w=const. Используем для это�
го уравнения (1), записанные в неподвижной сис�
теме координат. Проведем решение операторным
методом. При нулевых начальных условиях соот�
ветствующие уравнения можно получить формаль�
ной заменой в исходной системе уравнений (1)
оператора дифференцирования d dt/ на p, а дейст�
вительные переменные на их изображения:
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Как и ранее, выразим токи i k p( ) через потокос�
цепления Yk p( ), где k s r= , , и для напряжения
¢ = - =u u is s s s sp p p R p p( ) ( ) ( ) ( )Y задача сводится, как

и ранее, к поиску Yr p( ). Далее таким же образом
находятся i s p( ), i r p( ) и ¢u s p( ):
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В результате получим потокосцепления
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В полученных выражениях
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Так как приложено симметричное напряжение
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e=1 1w , то его изображение имеет вид
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и в соответствии с известной теоремой разложения
можно найти оригиналы для всех приведенных ве�
личин (21), (22). Например, оригинал для тока ста�
тора
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где pk – корни полинома N( )p .
Первое слагаемое (25), как легко установить с

учетом (20), представляет установившееся значе�
ние тока

i I U Zs s
j t

s
j t

s st e e j R( ) ( ( ) )= = + -w w w1 1
1

1,

которое совпадает с ранее полученным выражени�
ем (13).

Рассмотрим далее установившийся асинхрон�
ный режим работы явнополюсной синхронной ма�
шины, вращающейся с постоянной скоростью w.
Она имеет на роторе два короткозамкнутых конту�
ра: по продольной оси – успокоительный контур
«yd» и контур возбуждения «f», и по поперечной
оси один контур – «yq».
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Ее уравнения в осях ротора [1]:
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Преобразуем их, учитывая, что хотя к зажимам
приложена уравновешенная система напряжений

u Us s
j t= e
w1 , протекающие токи id и iq из�за элек�

трической и магнитной несимметрии будут различ�
ными:

i I td d d= +cos( )w a2 ; i I tq q q= +sin( )w a2 ,

в результате в машине образуются прямо и обратно
бегущие поля. Чтобы отразить указанные явления,
суммируем уравнения (26), умножив последнее из
них на j:

u ju R i ji p j jd q s d q d q+ = + + - +( ) ( )( )w Y Y . (27)

Далее, используя эйлеровские преобразования
для косинусной и синусной функций и представ�
ляя мгновенные значения через соответствующие
комплексы, получим:

i I I I I

I

s d q d q
j t

d q
j t

s
j t

i ji j e j e

e

= + = + + + =

=

-
( ) (� � )

w w

w

2 2

2
1 +

= + = + + +

+

-

-

� ;

( ) ( �

� )

Is
j t

s d q d q
j t

d

q
j

e

j j e

j e

2
2

2

w

wY Y Y Y Y Y

Y w w w

w

2 2 2

2

1 2

1 0

t
s

j t
s

j t

s d q s
j t

e e

u ju e

= +

= + = +

-Y Y� ) ;

.u U

(28)
Вид последнего равенства обусловлен симмет�

рией приложенного напряжения. Подставляя по�
следние соотношения в (27) и приравнивая члены
левой и правых частей при одинаковых степенях
jw2 и -jw2 , получим уравнения:

U U I

I

s s s s s

s s s

R j

R j s

1 1 1 1

2 1 20 2 1

= = +

= + -

w

w

Y

Y

;

� ( ) � ,

окончательный вид которых после перехода от со�
пряженных комплексов к комплексам:

U U I

I
s s s s s

s s s

R j

R j s
1 1 1 1

2 1 20 1 2

= = +
= + -

w
w

Y
Y

;

( ) .
(29)

Полученные уравнения показывают, что явно�
полюсная машина в рассматриваемом режиме от�
личается от обычной асинхронной машины нали�
чием дополнительного короткозамкнутого контура,
образованного обмоткой статора, замкнутой через
источник питания.

Раскроем выражения потокосцеплений Ys1 и
Ys 2 . Согласно (28) имеем:

Y Yd q d d
j t

d d
j t

j L j e L j e+ = + - +-
( ) ( )�w ww w

2 2
2 2I I

+ + - -
jL j e jL j eq q

j t
q q

j t
( ) ( )�w ww w

2 2
2 2I I .

Представим операторные индуктивности в сле�
дующем виде:

L j L j L j

L j L j L j
d

q

( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ),

w w w
w w w
2 0 2 2 2

2 0 2 2 2

= +
= -

и тогда после группировки получим

Y Y Y Yd q s
j t

s
j t

j e e+ = + -
1 2

2 2w w
� ,

где

Y
Y

s s s

s s s

L j L j

L j L j
1 0 2 1 2 2 2

2 2 2 1 0 2

= +
= +

( ) ( ) ;

( ) ( )

w w
w w

I I

I I 2 .
(30)

(Здесь для экономии объема вместо сопряженного
комплекса для �Ys 2 сразу приведен комплекс Ys 2 ).

Решая последние уравнения относительно то�
ков, получим:

I

I
s s s

s s

L j L j

L j
1 1 0 2 2 2 0 2

2 2 1 0 2

= ¢ - ¢
=- ¢
Y Y

Y
/ ( ) / ( );

/ (

w m w
m w ) / ( ).+ ¢Ys L j2 0 2w

(31)

Здесь
m w w2 2 2 0 2=L j L j( ) / ( );

¢ = ¢ -L j L j0 2 0 2 2
21( ) ( )( )w w m ; s m= -( )1 2

2 .

Подставляя выражения (30) в (29), получим по�
сле некоторых преобразований развернутые урав�
нения относительно токов:

U I

I I

s s q s

s s

s

R j L j j L j

R

1 1 2 1 1 2 2

1 2

0

= + + ´

´ +
=

[ ( )] ( )

( );

[

w w w w

/ ( ) ( )] ( )

( ),

2 1 1 2 2 1 2 2

1 2

s j L j j L jq s

s s

- + + ´

´ +

w w w wI

I I

(32)
которым соответствует схема замещения, приве�
денная на рис. 3, где

Z q qj L j L j Z j( ) [ ( ) ( )] ( )w w w w w2 1 0 2 2 2 2= - .

Сравнивая эту схему с приведенной в [1], легко
убедиться в их полной идентичности, несмотря на
различие подходов к их получению. Это говорит о
достоверности принятых исходных положений. Из
нее следует, что момент от полей обратной после�
довательности будет создаваться только при нали�
чии активного сопротивления Rs и его значение�
проходит через нуль при скольжении s=0 5, . Учи�
тывая различную роль указанного сопротивления,
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его принадлежность к первичной стороне будем

обозначать
~
Rs так, как показано на рис. 3.

Уравнения (29) решаем, как и ранее, используя
напряжение за активным сопротивлением и при�
нимая в качестве независимых переменных пото�
косцепления, для чего используем соотношения
(31):

¢ = - =

=-
¢

+
¢

U U Is s s s s

s
s

s

R j

R

L j

R

L j

1 1 1 1 1

2

0 2
1

0
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~
;

( ) (

w

m
w w

Y

Y
2

1 2)
,+ ¢

æ

è
çç

ö

ø
÷÷j s sw Y

(33)

отсюда найдем

Ys
ss

s js j2
2 0

0

1

1
=

+ ¢
¢m
w

U
.

Здесь ¢= -s s2 1; s R j L js0 1 0 2= / ( )w w .
Далее через найденные потокосцепления опре�

деляются токи:

I
U U
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I
U

s
s s

s
s

j L j

s js

s js
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1
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1 0 2

2 0
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1 0 2
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w
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(34)

Сопротивление Z1 измеряется справа от точек
1–1 на рис. 3, его значение

Z1 1 0 2
0

2 0
=

+ ¢
+ ¢

j L j
s js

s js
w w

s
( ) , (35)

используя которое, известным приемом найдем

¢ =
+

U U
Z

Z
s s

sR
1 1

1

1
~ , (36)

и таким образом можно представить все найденные
зависимости с учетом падения напряжения на ак�

тивном сопротивлении обмотки статора
~
Rs и в

итоге рассчитать электромагнитный момент в
функции приложенного напряжения, если будут

представлены операторные индуктивности по про�
дольной L jd ( )w2 и поперечной L jq ( )w2 осям.

Найдем индуктивность L jq ( )w2 из решения
уравнений по поперечной оси. Исключая ток ко�
роткозамкнутого контура и переходя к комплек�
сам, получим

Yq q q q
q

q q
qL j L

s js

s js
= = ¢

+ ¢

+ ¢
( )w

s2 I I
y

y y
, (37)

где s my yq q= -1 ; my y yq aq qL L L= / ; ¢ =L Lq q qs y ;
s R Lq q qy y= ¢/ w1 .

Поиск операторной индуктивности по продоль�
ной оси проводится аналогичным образом на осно�
ве следующих уравнений:

y d d d ad d ad f

ad d d d ad f

ad

L i L i L i

pL i Z i pL i

pL

= + +

= + +

=

y

y y

;

;0

0 i pL i Z id ad d f f+ +y ,

(38)

где Z R pLd d dy y y= + и Z R pLf f f= + – собствен�
ные сопротивления успокоительного контура по
продольной оси «yd» и контура возбуждения «f».

Решая полученную систему последовательно от�
носительно токов i dy и i f , найдем

i i
p L pL

p L
id f

ad d f ad

d f ad
dy

y

y

+ =
- -

-

2 2 2

2 2

( )Z Z

Z Z
. (39)

Преобразуем полученный результат. Предста�
вим собственные сопротивления контуров следую�
щим образом:

Z Z Zyd = -0 2 ; Z Z Zf = +0 2 ,

и тогда для суммы токов (39) получим

i i
pL pL

p L
id f

ad ad

ad
dy + =-

-

- -

2 0

0
2

2
2 2 2

( )

( )

Z

Z Z
. (40)

Анализируя результат, учтем, что собственные
индуктивности всех контуров по продольной оси
отличаются только индуктивностями от полей рас�
сеяния, т.е. они являются близкими значениями,
тогда как значение активного сопротивления кон�
тура возбуждения R f много меньше аналогичного
значения успокоительного контура R dy . Но при
пуске обмотка возбуждения, как правило, замыка�
ется на сопротивление, равное (12¸15)R f . В ре�

зультате оказывается, что Z >> Z0
2

2
2 и если пренеб�

речь Z 2
2 , то вносимая ошибка по модулю и по фазе

не превышает 5%. Тогда можно записать:

i i
pL i

pLd f
ad d

ad
y + =-

+
2

0Z
. (41)
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Рис. 3. Схема замещения для асинхронного режима синхрон�
ной явнополюсной машины



Возвращаясь к исходной системе уравнений по
продольной оси и переходя к комплексам, найдем

Yq d
d

d d
d d dj L

s js

s js
L j( ) ( )w

s
w2 2= ¢

+ ¢

+ ¢
=y

y y
I I . (42)

Здесь s R Ld dy y y= 0 0/ s ; L L L Lad f dy y0 0 5= + +, ( );
R R Rf d0 0 5= +, ( )y ; ¢ =L Ld d ds y ; s my yd d= -1 ;

my yd ad dL L L=2 2
0/ .

Таким образом, в результате проделанных опе�
раций вид операторных индуктивностей по про�
дольной и поперечной осям получился подобным,
что значительно упрощает действия с ними. Заме�
тим, что в нашем случае операторные проводимо�
сти 1 1 2/ ( )j L jkw w , k d q= , , на комплексной плоско�
сти описывают окружности при изменении сколь�
жения s от -¥ до +¥. (Напомним, что w w2 1= s.)
Поэтому, чтобы использовать указанное удобство в
расчетах, все ранее полученные выражения преоб�
разованы к следующему виду:
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(43)

Здесь D G G Y= + ¢ + + ¢( )
~

( )R s a R R ss s s0 0 0 ;
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2 2
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1 1
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ù
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új X j X jq d( ) ( )w w
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2 2
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1 1
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é
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ê
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ù
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ú
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2 2

2
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+j X j X jq d[ ( ) ( )]w w
.

Электромагнитный момент определяется на ос�
нове известного выражения, которое для случая,
когда векторы представляют комплексы, имеет из�

вестный вид M m p j s sэм=0 5 1, Re( � )Y I , раскрывая в

котором комплексы

Y Y Ys s
j t

s
j t

s s
j t

s
j t

e e

e e

= +

= +

-

-
1 2

1 2

2 2

2 2

w w

w w

;

� � � ,I I I

получим

M M M M Mэм эм1 эм2 эм3 эм4= + + + ,

где сумма первых двух слагаемых представляет
асинхронные моменты, обусловленные векторами,

вращающимися с одинаковыми скоростями при
любом скольжении:

M m p j s s s sa = +0 5 1 1 1 2 2, Re ( � � )Y YI I . (44)

Среднее значение двух последних слагаемых не
равно нулю только при синхронной скорости

M m p j s s s sc= +0 5 1 1 2 2 1, Re ( � � )Y YI I . (45)

Здесь первое слагаемое представляет так назы�
ваемый реактивный момент, он обусловлен различ�
ной магнитной проводимостью по осям ротора,
приводящей к появлению зубцовой гармоники,
число полюсов которой соответствует основной
волне МДС статора. Она же является причиной и
второй составляющей синхронного момента, дей�
ствующего встречно первой.

Вывод. Рассмотренные примеры показывают,
что применение принципа обратной связи для уче�
та активного сопротивления первичной обмотки
дает возможность ввести в качестве независимых
переменных вместо токов потокосцепления конту�
ров и снизить порядок исследуемой системы урав�
нений на единицу. При этом при поиске решения
сохраняются известные преимущества, связанные с
пренебрежением активного сопротивления первич�
ной обмотки, а с помощью приема, основанного
на принципе обратной связи, обеспечивается стро�
гий учет влияния последнего. Подобный подход
может быть использован и при анализе механиче�
ских систем, поскольку в последних аналогом по�
токосцеплению является импульс, а току – ско�
рость [4].
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Anapproach is suggested according to which the primary winding resistance istakeninto account using
the well�known feed back principle. The search procedure involves two stages. In the first stage, a voltage
source is applied behind the resistance. Then, if flux linkages of the loops are taken as independent
variables instead of currents, the order of the equation system to be solved is decreased by unity, a
circumstance due to which both the search and the form of sought solutions become essentially simpler.
Atthesecondstage, a mathematically rigorous correlation between the conditional and actual voltage across
the terminals is found using atechnique known as the feed back principle, as a result of which the
preliminarily found quantities are presented as functions of the actual voltage across the terminals.
Examples demonstrating the validity and effectiveness of the proposed approach are given as applied to a
number of problems concerned with studying steady�state and transient modes of electrical machines and
transformers.
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