
Математическое моделирование и анализ процессов
в автоколебательном усилителе мощности класса D

с безгистерезисным релейным элементом
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Усилители мощности класса D разрабатывают�
ся, в основном, для применения в аудиотехнике.
Однако они могут применяться и в качестве ревер�
сивных импульсных преобразователей и автоном�
ных инверторов с регулированием в широких пре�
делах выходного напряжения и частоты [1–3]. Уси�
лители мощности класса D могут быть выполнены
по схеме с внешней синхронизацией и автоколеба�
тельного типа [4]. В свою очередь, схемы автоколе�
бательных усилителей могут быть с безгистерезис�
ным и гистерезисным релейными элементами (РЭ)
(мультивибраторного типа) [5]. К настоящему вре�
мени предложен ряд структур автоколебательных

усилителей с безгистерезисным РЭ [1–3, 6]: а) од�
ноконтурные, у которых имеется один контур об�
ратной связи по выходному напряжению усилите�
ля, положительной на частоте автоколебаний и от�
рицательной на низких частотах; б) двухконтурные
с обратными связями по выходному напряжению
усилителя и входному напряжению выходного
LC�фильтра или с обратными связями по выходно�
му напряжению усилителя и току дросселя фильтра
[3]. Каждая из этих структур может включать не�
сколько разновидностей в зависимости от числа и
мест включения линейных непрерывных звеньев и
наличия дополнительных связей [1, 3].
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* * *

Обоснованы математические соотношения, по�
зволяющие организовать быстрый и точный расчет
процессов в автоколебательном усилителе класса D с
безгистерезисным релейным элементом с использова�
нием линейной комбинации задержанных переходных
характеристик линейной части (методом Я.З. Цып�
кина и решений векторно�матричного уравнения со�
стояния линейной части, которые, кроме того, по�
зволяют получить соотношения для расчета перио�
дического режима и параметров линеаризованной им�
пульсной модели. Результаты расчета процессов про�
верены моделированием в среде Matlab/Simulink.

К л ю ч е в ы е с л о в а : автоколебательный
усилитель класса D, процессы, устойчивость, рас�
чет, моделирование

Mathematical relations are presented using which fast
and accurate calculation of processes in a Class D
self�oscillating amplifier containing a hysteresis�free
element can be organized using a linear combination of
delayed transient characteristics of the linear part (using
Ya.Z. Tsypkin’s method) and solutions of a vector�matrix
state equation of the linear part, which apart from this
make it possible to obtain relations for calculating a
periodic operating mode and the parameters of a
linearized impulse model. The process calculation results
are checked by simulation carried out in the
Matlab/Simulink environment.

K e y w o r d s : self�oscillating amplifier, processes,
stability, calculation, simulation



С ростом частоты переключений импульсных
преобразователей все больший интерес проявляет�
ся к усилителям класса D автоколебательного типа
с безгистерезисным РЭ [1–4, 6], которые имеют
ряд преимуществ перед схемами с внешней син�
хронизацией:

1) всегда имеющаяся задержка переключений
силовых полупроводниковых приборов в ключевом
выходном каскаде в схемах автоколебательного
типа позволяет просто ограничить частоту автоко�
лебаний и не оказывает такого отрицательного воз�
действия на динамику, как в преобразователях с
внешней синхронизацией;

2) существенно ослабляется отрицательное
влияние на характеристики усилителя нестабиль�
ности и пульсаций напряжения выходного каскада,
которое, как известно, входит в линеаризованную
модель понижающего импульсного преобразовате�
ля с внешней синхронизацией как коэффициент
передачи последовательно включенного в прямую
цепь пропорционального звена [8];

3) схема упрощается за счет отсутствия задаю�
щего генератора;

4) отсутствуют помехи, генерируемые задающим
генератором наряду с тактовыми импульсами и пи�
лообразным напряжением;

5) имеет более высокую помехозащищенность,
отмечаемую в ряде публикаций, например в [3].

Для выявления значимости этих достоинств
требуются более глубокие исследования автоколе�
бательных импульсных преобразователей, чем рас�
смотренные в известной литературе и полученные
методом гармонического баланса (частотным мето�
дом).

При исследовании динамики различными мето�
дами усилители класса D представляются как ре�
лейные системы автоматического управления с
управляющим внешним воздействием, изменяю�
щимся с частотой, ко крайней мере на порядок
меньшей частоты переключений [7]. В новых зару�
бежных разработках автоколебательных усилителей
с безгистерезисным релейным элементом [1, 3]
часть схемы, осуществляющая модуляцию длитель�
ности выходных импульсов, называется управляе�
мым автоколебательным модулятором (Controlled
self�oscillation modulator (COM)). Однако, посколь�
ку принципиально модуляция в автоколебательном
усилителе происходит так же, как и в релейных
системах, мы не будем использовать этот термин.

В литературе по автоколебательным усилителям
класса D для их исследования в основном ограни�
чиваются методом гармонического баланса, кото�
рый позволяет при условии, что линейная часть
эффективно подавляет высшие гармоники сигнала

на входе РЭ, приближенно определять частоту и
амплитуду автоколебаний [4], но неудобен для ана�
лиза процессов и может лишь использоваться для
приближенного анализа медленных процессов [9].
Вместе с тем в публикациях имеются указания об�
щего характера на точные методы расчета процес�
сов в релейных системах, базирующемся на методе
припасовывания [7, 10–12]. Известно, что исследо�
вание релейных систем с внешним воздействием
(неавтономные системы) представляет значительно
большие трудности, чем исследование автономных
систем [13].

В статье рассмотрено развитие точных методов
исследования процессов в релейных системах при�
менительно к автоколебательным усилителям клас�
са D с безгистерезисным релейным элементом. В
состав РЭ включаются компаратор, драйвер и вы�
ходной каскад усилителя, работающий в ключевом
режиме [4]. Поскольку работа рассматриваемого
усилителя существенно зависит от малого чистого
запаздывания в разомкнутом контуре, то учитыва�
ются задержки переключения, имеющиеся в реаль�
ных компараторах, драйверах и выходном ключе�
вом каскаде. Для упрощения предполагаем, что за�
паздывание при срабатывании РЭ такое же, как
при отпускании.

Описание исследуемого усилителя. В [4] подроб�
но описан одноконтурный автоколебательный уси�
литель мощности класса D. Структурная схема уси�
лителя (рис. 1,а) отличается от широко описанных
релейных систем наличием звена чистого запазды�
вания, усложняющего исследование.

Передаточные функции выходного LC�фильтра
W pф( ) и звена обратной связиW po.c ( ) определяются
выражениями [4]:
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где Tф и zф – постоянная времени и коэффици�
ент демпфирования фильтра; a zф ф ф= /T ;

w aф ф
2

ф
2= -1/T ; t1, T1 – постоянные времени

цепи обратной связи.
Показано, что для повышения стабильности

частоты автоколебаний w p= 2 f необходимо выпол�
нение условий: t t1 1 1 1- > > > >T t Tз , [4]. Кроме
того, отношение t Tз ф/ должно превышать значе�
ния 0,03¸0,05, поскольку при слишком малом за�
паздывании частота автоколебаний начинает бы�
стро возрастать с уменьшением t Tз ф/ . При этих
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условиях допустимо приближенное соотношение
для частоты автоколебаний
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полезное для предварительной (грубой) ее оценки
[4].

Математические модели. Передаточная функция
линейной части без учета звена чистого запаздыва�
ния W p W pW p( ) ( ) ( )= ф o.c разлагается на простые
дроби:
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где p T3 11= - / и коэффициенты разложения:
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Передаточная функция W(p) имеет два ком�
плексно�сопряженных полюса p j1 2, = - ±a wф ф и
один вещественный полюс p T3 11= - / .

Как видно из равенства (3), линейная часть сис�

темы сводится к схеме с параллельно соединенны�

ми звеньями второго и первого порядков (рис. 2).

Вещественное уравнение состояния звена второго

порядка, соответствующего комплексно сопряжен�

ным полюсам p1 2, , как известно из [14], имеет вид
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где x1, x2 – переменные состояния звена; b1, b2 –
неизвестные коэффициенты, определяемые из ус�
ловий равенства выходной переменной звена
u c x c x1 1 1 2 2= + , величине, получаемой в схеме на
рис. 2.

Преобразуя уравнение (5) по Лапласу и решая
относительно изображений x p1( ) и x p2 ( ), получаем:
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Тогда с учетом равенства (5) при c c1 2 1= = нахо�
дим
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Рис. 1. Структурная схема автоколебательного усилителя класса D (а), статическая характе�
ристика релейного элемента без учета запаздывания (б), временные диаграммы (в)



u p
b b p b b b b

p
A yw1

1 2 1 2 2 1

2
( )

( ) ( ) ( )

( )
=

+ + + + -

+ +

a w

a w

ф ф

ф ф
2

.

Из рис. 2 видно, что
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Сравнивая последние два выражения, прихо�
дим к уравнениям относительно b1 и b2 :

b b B1 2 1+ = ; ( ) ( )a w a wф ф ф ф- + + =b b B1 2 2 ,

откуда следуют соотношения:
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Объединяя уравнение (5) с уравнением для зве�
на первого порядка на рис. 2

�x p x B A yw3 3 3 1= - ,

где x u3 3= , получаем уравнение состояния линей�
ной части системы
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Уравнение для выходной линейной части имеет
вид

uo.c = Cx, (9)

где C= 1 1 1 .

Поскольку матрица А клеточно�диагональная
[14, 15] (или блочно�диагональная [16], квазидиа�
гональная [17]):
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то клеточно�диагональными будут также матрицы:
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где оператор L- 1 – обратное преобразование Лап�
ласа.

Эта особенность матрицы А существенно облег�
чает определение фундаментальной матрицы сис�

темы (7) e tA .
Определяя матрицу
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Решение уравнения (7) при y = const можно
представить в виде

x x x x
A(

( ) [ ( ) ( )] ( )
)

t e t
t t= - ¥ + ¥- 0

0 , (11)

где x( )¥ – установившееся значение вектора x( )t ,
определяемое непосредственно из (7) при
d

dt t
x

® ¥ = 0, т.е.

x A B( )¥ = - - 1 A yw . (12)

Переходную характеристику линейной части h t( )
найдем, подставляя в выражение (9) x( )t из (11) при
t0 0= , x 0( )t0 = , y= 1. Тогда получим

h t A ew
t( )= - -C(1* )A BA 1 ,

где
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Рис. 2. Преобразованная структурная схема усилителя мощности



A
A

A
-

-

-=1
1

1

1

2

0

0
; A

1
1 1- =

+

- -

w a

a w
w - a

ф
2

ф
2

ф ф

ф ф
;

A 2
1

31- = / p .

С учетом клеточного строения входящих в вы�
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После преобразований с учетом выражений (6)
получим
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Это выражение совпадает с выражением, полу�

ченным по формуле h t L W p p( ) [ ( ) / ]= - 1 .

На рис. 3 представлены рассчитанные по фор�
муле (13) графики переходных характеристик ли�
нейной части при Tф = 4,5 мкс; zф = 0,5; K1 20= ;
t Tз ф/ = 0,2.

Из формулы (13) с учетом соотношений (4) по�
лучим предельное значение переходной характери�
стики (при t ® ¥ ):

lim ( ) / ,h t K K
t® ¥

= =ф 1 0 05

что и подтверждается рис. 3.
Расчет переходных процессов. Я.З. Цыпкиным

предложен метод расчета процессов в релейных
системах, основанный на представлении сигнала
y(t) на выходе РЭ линейной комбинацией единич�
ных скачков [7]. Пусть t0 – момент запуска систе�
мы (рис. 1,а), в который кривая е(t) первый раз пе�
ресекает ось времени в сторону возрастания t. То�
гда в момент времени t t0 + з происходит первое
срабатывание реле, на его выходе скачком устанав�
ливается сигнал y E= , а сигнал на выходе линей�

ной части начинает изменяться по закону

u t Eh t t to.c з( ) ( )= - -0 , t t t t t0 1+ < < +з з ,

где t1 – момент очередного пересечения оси време�

ни кривой е(t) (см. рис. 1,в).
Тогда в момент t t1 + з происходит отпускание

реле и начинает выполняться равенство

u t Eh t t t Eh t t to.c з з( ) ( ) ( )= - - - - -0 12 ,

t t t t t1 2+ < < +з з ,

а далее

u t Eh t t t Eh t t t Eh t t to.c з з з( ) ( ) ( ) ( ),= - - - - - + - -0 1 22 2

t t t t t2 + < < +з з з

и т.д.
Для произвольного момента времени

u t E h t t t h t t tk
k

k

n

o.c з з( ) ( ) ( ) ( ) ,= - - + - - -
é

ë
ê

ù

û
ú

=
å0

1
2 1

t t t t tn n++ < < +з з1 , (14)

где n = 1, 2,…
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Эта формула дополняется уравнением для опре�
деления моментов времени t

u t u tk kвх o.c( ) ( )- = 0, (15)

называемым условием надлежащих моментов пере�
ключения [7].

Кроме того, как видно на рис. 1,б, момент tk
должен удовлетворять условию надлежащих на�
правлений переключений [7]:

� ( )( ) � ( )( )u t u tk
k

k
k

вх o.c- > -1 1 . (16)

Недостатком рассмотренного метода является
то, что с ростом числа n увеличивается число сла�
гаемых в правой части (14), и, следовательно, рас�
тет погрешность расчета. Аналогичное определение
установившегося процесса затруднено тем, что тре�
буется переход к пределу при n® ¥ .

Отмеченные недостатки отсутствуют в методе
расчета процессов, основанном на использовании
уравнений состояния линейной части (7) и его ре�
шения (11) [11]. Полагая в выражении (11)
t t tk0 = + з , где tk – момент перехода уменьшающе�
гося сигнала е(t) через нуль, при
t t t t tk k k+ < < + +з з q получаем

x x x x
A

( ) [ ( ) ( )] ( )
( )

t e t t
t t t

k
k= + - ¥ + ¥- - з

з
1 1 , (17)

где согласно 1(12) установившееся значение векто�
ра состояния для интервалов qk , следующих после
перехода е(t) через нуль в сторону уменьшения t,

x A B1 1( )¥ = - A Ew , (18)

поскольку на интервале qk y E= - . Аналогично на
интервале t t t t tk k k+ + ++ < < + +1 1 1з з q

x x x x
A

( ) [ ( ) ( )] ( )
( )

t e t t
t t t

k
k= + - ¥ + ¥- -

+
+ 1

1
2 2з

з , (19)

где x A B x2 1 1( ) ( )¥ = - = - ¥- A Ew – установившееся

значение вектора состояния для интервалов qk+1,
следующих после перехода сигнала е(t) через нуль,
а значение x( )t tk+ +1 з определяется подстановкой
t t t t tk k k= + = + ++ +1 1з з q в выражение (17):

x x x x
A

( ) [ ( ) ( )] ( )t t e t tk k
k

+ + = + - ¥ + ¥1
1 1

з з
q

. (20)

Длительность интервала времени qk k kt t= -+1 ,
на котором сигнал е(t) отрицателен, находится из
уравнения

u t u tk k k kвх o.c( ) ( )+ - + =q q 0, (21)

где с учетом (17) и (19)

u t

e t t

t

k k

t
k

k

o.c

з
з

при
( )

{ [ ( ) ( )] ( )}
)

+ =

+ - ¥ + ¥-

q

q
C x x x

A( 1 1

k
t

k

t

e t tk k

>

+ - ¥ +

¥

- + -
+

з

з
з

+ при

;

{ [ ( ) ( )]

( )}

)
C x x

x

A(q q1
1

2

2 t tk <

ì

í

ï
ïï

î

ï
ï
ï з .

(22)
Подставляя в выражение (19) t t tk= ++ 2 з , с уче�

том равенств t tk k k+ + +- =2 1 1q и (20) найдем

x x x
A

( ) [ ( ) ( )]t t e t tk
T

k
k

+ + = + - ¥ +2
1

з з

+ - ¥+( ( ),2 1 1e kA
1 x

q
) (23)

где Tk k k= + +q q 1 – длительность k�го цикла (пе�
риода) процесса, а время qk+1 определяется из
уравнения

u t u tk k k kвх o.c( ) ( )+ + + ++ - + =1 1 1 1 0q q , (24)

аналогично (21);

u t

e t t

k k

t
k

k

o.c

з
з

( )

{ [ ( ) ( )]
)

+ +

-
+

+ =

+ + ¥ -

-

+

1 1

1
11

q

q
C x x

x

A(

1
1

21

( )} ;

{ [ ( ) ( )]
)

¥ >

+ - ¥ +

+
+ -+

при

+

з

з
з

t t

e t t

k
t

k
k kC x x

A(q q

x 2
1( )} .¥ <

ì

í

ï
ïï

î

ï
ï
ï +при зt tk (25)

Соотношение (20) может рассматриваться как
разностное уравнение автономной релейной систе�
мы, к которой рассматриваемый усилитель сводит�
ся при uвх = 0, [11]. При uвх ¹0 в качестве разност�
ного уравнения необходимо использовать соотно�
шение (23), связывающее значение вектора состоя�
ний x( )t tk+ +2 з в конце периода Tk k k= + +q q 1 с
его значением x( )t tk + з в начале этого периода.

Соотношения (17)–(25) позволяют организовать
точный расчет переходных процессов методом при�
пасовывания при произвольных начальных услови�
ях.

Результаты расчета изменения напряжения на
входе РЭ при запуске усилителя с параметрами:
Е = 100 В, K1 = 20, Tф = 4,5 мкс, zф = 0,5, Kф = 1,
t1 /Tф = 0,5, и при нулевых начальных условиях
x 0( )0 = представлены на рис. 4. Кружками отмече�
ны значения сигнала в моменты переключения РЭ.

Рис. 4,а и б иллюстрируют влияние входного
напряжения uвх = const на входное напряжение ре�
лейного элемента e t( ): появление на входе РЭ по�
стоянной составляющей напряжения того же зна�
ка, что и у uвх , а также искажения формы сигнала
е(t) в установившемся режиме под действием uвх .
Рис. 4,в характеризует замедление процесса уста�
новления колебаний при увеличении постоянной
времени цепи обратной связи T1, а рис. 4,г – рост
амплитуды колебаний и искажения их формы при
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увеличении запаздывания. Как видно из этих рисун�
ков, возбуждение колебаний происходит «мягко».

Вычисляя частоту установившихся автоколеба�
ний по приближенной формуле [4], при значениях
параметров, соответствующих рис. 4,а получаем

w
t t

t
t

=
-

-
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷=

1 1 1 1

1 1 1

1 1

1T T T

T

t T Tф ф з ф ф( / )( / )

/

/ ( / )

= ×2 981 106, рад/c » 475 Гц.

Из рис. 4,а имеем f » 467 кГц, т.е. погрешность
расчета по приближенной формуле не превышает
2%. Также мала погрешность расчета по прибли�
женной формуле и при других значениях парамет�
ров цепи обратной связи (рис. 4,б и в), однако при
большом значении t Tз ф/ (рис. 4,г) приближенная
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Рис. 4. Кривые изменения напряжений на входе РЭ и выходе цепи обратной связи в процессе запуска: при T1 1/ t =0,2,
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формула [4] непригодна, поскольку не выполняет�
ся условие t1 1- > >T tз .

На рис. 4,д и е представлены расчетные кривые
напряжения обратной связи при гармоничеcком
входном сигнале u t U tmвх вх вх вх( ) sin( )= +w j , время
t отсчитывается от момента пуска, совпадающего с
моментом срабатывания (или отпускания) РЭ,
U mвх =1 B, j вх = 0. Основные параметры усилителя:

Е = 100 В, K1 = 20, Tф = × -4 5 10 6, c, t1 /Tф = 0,5,

T1 1/ t = 0,2, t Tз ф/ = 0,04, uвх = 0. Обратим внима�
ние на практически полное отсутствие фазового
сдвига в усилителе на частоте входного напряже�
ния u tвх ( ); амплитуда входного напряжения на
входе РЭ E U Um m m= - =вх o.c 0,05 В. Как видно,
гладкая составляющая напряжения обратной связи
с амплитудой U mo.c = 0,95 В почти полностью ком�
пенсирует входной сигнал u tвх ( ) на входе РЭ, где ам�
плитуда гладкой составляющей Em = 0,05 В = U mвх .
Учитывая, что в цепи обратной связи медленно из�
меняющееся выходное напряжение усилителя ос�
лабляется в K1 раз, находим амплитуду гладкой со�
ставляющей выходного напряжений
U K Um mвых o.c= =1 19,5 В.

Расчет периодических режимов. При uвх = 0 уста�

новившиеся колебания симметричны, поэтому
справедливо равенство x x( ) ( )t t t tk k+ + = - +1 з з . При
uвх ¹0 для простого периодического режима спра�
ведливо равенство x x( ) ( )t t t tk k+ + = +2 з з , используя
которое, из равенства (23) найдем

x x 1 1 x
A A

уст з
уст( ) ( ) ( )( ) ( )t t e ek

T
k++ = ¥ - - - ¥1 12 1q

.

(26)
Рассматривая наиболее важный для практики

случай, когда длительности интервалов qk t> з и
qk t+ >1 з , с учетом равенств (17), (19), (20) и (26)
получаем соотношения для расчета значений век�
тора состояний в моменты перехода сигнала е(t)
через нуль (см. рис. 1,в):

x x( ) x x
A

( ) ( )] ( )
( )

t e t tk k
t

k
k+ = + - ¥ + ¥+q q з [ з

1 1 ;

x x( ) x
A

( ) ( )]
( )

t e t tk k
T t

k+ +
-

+ = + - ¥ +1 1
1q уст з [ з

+ - ¥+ +
[ ( )

( )
2 1 1e k tA

1 x
q з ] .

Для исключения значений x x( ) ( )t t t tk k+ = +з уст з
из этих соотношений равенство (26) перепишем в
виде

( )[ ( ) ( )] ( ) ( ).e t t e
T

k
k+

A A
1 x x 1 xуст

уст з- + - ¥ = - - ¥1 12 1q

Тогда с учетом последнего равенства имеем:

( ) ( ) ( ) ( )e t e
T

k k
TA A

1 x 1 xуст уст
уст- + = - ¥ -q 1

- - ¥
- -

2 1[ ] ( );
( ) ( )

e e
T t tk

A A
xуст з зq

( ) ( ) ( ) ( )e t e
T

k k
TA A

1 x 1 xуст уст
уст- + = - - ¥ ++ +1 1

1q

+ - ¥
- -

2 1[ ] ( )
( ) ( )

e e
T t tk

A A
xуст з зq

.

Умножая последние два равенства слева на мат�

рицу ( )e
TA

1уст- - 1, получаем выражения для значе�

ний вектора состояния в моменты перехода сигна�
ла е(t) через нуль:

x x 1
A

A A

уст
уст

уст з

( ) ( ) ( )

[
( ) (

t e

e e

k k
T

T t

+ = ¥ - - ´

´ -

-

-

q

q

1 12

k t

k k
T

t e

-

+ +
-

¥

+ = - ¥ + - ´

´

з

уст
уст

)
] ( );

( ) ( ) ( )

x

x x 1
A

1

1 1
1 12q

[ ] ( ).
( ) ( )

e e
T t tk

A A
xуст з з- -- ¥q 1

(27)

Подставляя последние выражения в уравнения
(21) и (24), представим их в виде:

u t f f

u t

k k

k k

вх

вх

( ) ( ) ( ) ;

( ) (

+ - ¥ + - =

+ +

-

+ +
-

q

q

Cx

Cx

1
3 1

1 1
1

2 0

¥ - - =) ( ) ,2 03 2f f

(28)

где введены следующие вспомогательные функции:

f e e

f e e

T t

T

k
1

1 1

2
1

= - ¥

= -

- -

-

C 1 x

C 1

A A

A A

( ) ( );

( )

( )

(

уст з

уст

q

qk t

T T t
f e e

+ -

- -

¥

= - ¥

1 1

3
1 1

з

уст уст з

)

( )

( );

( ) ( ).

x

C 1 x
A A

(29)

При переменном входном напряжении u tвх ( ) и
предположении медленного изменения u tвх ( ) будем
аппроксимировать это изменение функцией, кото�
рая постоянна на каждом интервале (t t Tk k, + уст ) и
изменяется скачком в конце этого интервала.

Тогда, суммируя уравнения (28), получаем
вспомогательное равенство

u t f fkвх ( )+ + - =0 02 1 .

Решение системы уравнений (28), где

T k kуст = + +q q 1, относительно qk и qk+ 1 стандарт�

ными численными методами является громоздкой

задачей, поэтому сведем ее к решению уравнений с

одним неизвестным:
1) разделим возможный диапазон изменения

периода Tk k k= + +q q 1 на интервалы длительно�

стью DT , зададимся значением Tуст
1 в начале ука�

занного диапазона и вычислим значение f3
1 по

третьей формуле (29);

2) из уравнений (28) найдем значения f1
1, f2

1

функций f1 и f2 :
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f f u tk1
1

3
1 11

2
0= + + - ¥-[ ( ) ( )]вх Cx ;

f f u tk2
1

3
1 11

2
0= - + + ¥-[ ( ) ( )]вх Cx ;

3) решим первое уравнение (29) относительно
qk , второе – относительно qk+ 1 и определим зна�

чения q
k
1 , q

k+1
1 ;

4) вычислим значение невязки

D( ) ( )T T
k k k
1 1

1
1= - + +уст

1 q q ;

5) зададимся следующим значением периода

T T Tуст
2

уст
1= + D и вычислим аналогично предыду�

щему значение D( )T
k
2 и т.д.

Таким образом на выбранном диапазоне изме�

нения Tуст определяется интервал (T T Ti i
уст уст, + D ),

на котором функция D( )Tуст меняет знак. Затем

уточняем решение уравнения D( )Tуст = 0 одним из

подходящих для этого численных методов решения
уравнений с одним неизвестным.

Заметим, что в предлагаемом алгоритме каждый

цикл расчета значений D( )T iуст включает в себя два

вложенных цикла уравнений (20) с одним неиз�
вестным, записываемых в виде

F k1 0( ) ,q = F k2 1 0( )q + = ,

где

F f e ek
T tk

1 1
1 1( ) ( ) ( )

( )q q= + - ¥- -
C 1 x

A Aуст з ;

F f e ek
T tk

2 1 2
1 11( ) ( ) ( )

( )q q
+

- -= + - ¥+C 1 x
A Aуст з ,

как было отмечено выше, значением T iуст задаемся,

значения функций f i1 и f i2 определяются на вто�

ром шаге цикла по расчету значений D( )T iуст .

На рис. 5,а представлены расчетные кривые для
определения частоты автоколебаний w, где сплош�
ной линией показана зависимость, полученная
точным методом, предложенным выше, штриховой
линией – зависимость, рассчитанная методом гар�
монического баланса. При uвх = 0 частота, рассчи�
танная методом гармонического баланса, практи�
чески не отличается от частоты, рассчитанной точ�
ным методом (рис. 5,а). На расчетной зависимости
частоты автоколебаний от входного напряжения
при t Tз ф/ = 0,04 (рис. 5,б) видно, что частота авто�
колебаний падает с ростом входного напряжения,
что не учитывается при расчете частоты методом
гармонического баланса.

Анализ устойчивости периодического режима. Ис�
следование устойчивости позволяет из возможных
периодических режимов релейной системы вы�
брать практически реализуемые [7]. Воспользуемся
точным методом анализа, основанным на рассмот�
рении возмущенного режима, мало отличающегося
от исследуемого периодического режима, и опреде�
лении математической модели для малых отклоне�
ний процессов от кривых, соответствующих иссле�
дуемому периодическому режиму [7]. Аналогично
[5] можно обосновать линеаризованную импульс�
ную модель релейной системы для указанных ма�
лых отклонений (см. рис. 6), где Kрэ1, Kрэ2 – ко�
эффициенты усиления РЭ для малых отклонений
сигнала на входе РЭ от его значений в периодиче�
ском режиме e tп ( ), определяемые выражениями [5,
7]:

K
E

e
рэ1

п

=
-

2

0� ( )
; K

E

e
рэ2

п

=
-

2

02
� ( )q

;

Время отсчитывается от момента t2 перехода
возрастающего сигнала e tп ( ) через нуль (см. рис.
1,в), тогда q2 – следующий момент перехода e tп ( )
через нуль.
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Простейший периодический режим, когда от�
сутствуют дополнительные переключения на пе�
риоде автоколебаний, в рассматриваемой системе
возможен при uвх = const, либо когда входное на�
пряжение изменяется периодически с частотой ко�
лебаний в системе.

При определении производной сигнала
e t u t t( ) ( ) ( )= =вх Cx в моменты перехода его через
нуль для вычисления коэффициента усиления (30)
воспользуемся уравнением (7), откуда с учетом
рис. 1,в и равенства (8) имеем:

� ( ) [ ( ) ( )]x A x xt tk k+ +
-= - ¥1 1

1 ;

� ( ) [ ( ) ( )]x A x xt tk k+ +
-= + ¥2 2

1 .

Поскольку x x( ) ( )t tk k k+ = +1 q , x( )tk+ =2
= ++ +x( )tk k1 1q , то в установившемся режиме с уче�
том соотношений (27) получим:

� ( ) ( )x A 1
A
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устt ek
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Учитывая, что поскольку реальные скачки в
усилителе происходят в моменты t tk+ +1 з , t tk+ +2 з
то разрывы производных �( )e t и � ( )x t в моменты tk+1,
tk+ 2 не наблюдаются, тогда имеем:

� ( ) � ( ) � ( ) � ( )e e t u t tk k kп уст вх уст- = = -+ + +0 1 1 1Cx ;

� ( ) � ( ) � ( ) � ( )e e t u t tk k kп уст вх устq2 2 2 20- = = -+ + +Cx .

Следовательно,

� ( ) � ( ) ( );e u t g gkп вх0 21 3 1= + -+ (31)

� ( ) � ( ) ( )e u t g gkп вхq2 2 3 22= - -+ ,
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Рис. 6. Линеаризованная импульсная модель усилителя для анализа устойчивости
периодического режима
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Рис. 7. Кривые для определения коэффициентов усиления им�
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Функции gi , i =1, 2, 3, вычисляются аналогично
функциями fi (29).

Из рис. 7,а видно, что с ростом относительного
времени запаздывания моментов срабатывания вто�
рого импульсного элемента (см. рис. 6) e q1 2= /T
значения коэффициентов усиления КРЭ1 и КРЭ2
начинают различаться, так как форма колебаний
e t( ) отличается от синусоидальной, а следовательно,
производные процесса e t( ) в моменты переключе�
ний � ( )eп 0 , � ( )eп q2 будут различаться. Зависимость
e1 от уровня входного напряжения

U K u K Eвх
*

вх ф= 1 / ( ) линейная, что видно из

рис. 7,б.
Характеристическое уравнение импульсной сис�

темы (рис. 6) имеет вид [16]:
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где eз з= t T/ ; e q1 2= /T ; W z( , )e – смещенное
z�преобразование, соответствующее передаточной
функции (3), которое определяется выражением
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Уравнения (33) и (34) после преобразований
представляются в виде

z c z c z c3
1

2
2 3 0+ + + = , (37)

где c1, c2 , c3 – коэффициенты, зависящие от пара�
метров.

Решая уравнение (37) при различных значениях
параметров цепи обратной связи и задержки, полу�
чим следующие результаты: первый корень z1 все�
гда равен единице, z= 1, изменение остальных кор�
ней иллюстрируется рис. 8. Видно, что корни z2 ,
z3 при реальных значениях параметров не выходят

из круга единичного радиуса. При t Tз ф/ ® 0 про�
исходит срыв автоколебаний.

Моделирование в среде Simulink. На рис. 9 изо�
бражена модель рассматриваемого усилителя. Пре�
дусмотрен ввод различных значений параметров
выходного LC�фильтра и сопротивления нагрузки,
определяющих параметры колебательного звена
Tф, z ф, и параметров цепи обратной связи.

Сравнивая кривые, приведенные на рис. 4,а,б и
рис. 9,б, в и соответствующие одинаковым значе�
ниям параметров, замечаем их небольшие отличия,
вызванные тем, что в модели, использованной при
аналитическом рассмотрении усилителя (рис. 1,а),
транзисторы выходного ключевого каскада пред�
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Рис. 9. Модель автоколебательного усилителя мощности в среде Simulink (а); кривые изменения напряжения на
входе РЭ (1) и на входе LC�фильтра (2) процессе запуска при:T1 1/ t =0,2, t Tз ф/ =0,04, uвх =0 (б); uвх =1 В (в)
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ставляются идеальными ключами с учетом задерж�
ки переключений с помощью звена чистого запаз�
дывания на время tз , а на рис. 9,а каждый из от�
крытых транзисторов М1 и М2 представляет после�
довательно соединенный резистор сопротивлением
1 мОм и реактор с индуктивностью 1 мкГн, а за�
крытый транзистор – последовательной RC�цепью
с сопротивлением 50 Ом и емкостью 500 нФ. Кро�
ме того, кривые е(t) на рис. 4,а соответствует режи�
му работы модели (рис. 1,а), когда с задержкой на
время tз после запуска модели ко входу линейной
части подается напряжение u Eвх.ф = - = - 100 В и
сигнал e t Eh t( ) ( )= начинает изменяться в соответст�
вии с переходной характеристикой системы
(рис. 3), а на рис. 9,б – сразу после запуска откры�
вается нижний транзистор М2 и ко входу линейной
части прикладывается u Eвх.ф = - = - 100 В, после
чего сигнал u to.c ( ) начинает уменьшаться в сторону
отрицательных значений, а сигнал е(t) становится
положительным и с задержкой tз срабатывает РЭ и
далее начинается нормальная работа модели (как
показано и на рис. 4,а). Потери мощности в дрос�
селе фильтра не учитываются.

Выводы. 1. Обоснованы математические соотно�
шения для расчета переходных процессов в автоко�
лебательном усилителе мощности класса D c без�
гистерезисным релейным элементом методом,
предложенным Я.З. Цыпкиным, и методом, осно�
ванным на векторно�матричных уравнениях со�
стояния линейной части; получены близкие ре�
зультаты. Преимущества второго метода состоят в
большей точности и универсальности, заключаю�
щейся в простоте преобразования полученных со�
отношений в формулы для расчета периодических
режимов в схеме и параметров линеаризованной
импульсной модели, предназначенной для анализа
устойчивости этих режимов.

2. При подаче входного напряжения на усили�
тель большая часть медленно изменяющегося вход�
ного напряжения компенсируется медленно изме�
няющейся составляющей напряжения обратной
связи, нескомпенсированная часть входного на�
пряжения и высокочастотная составляющая напря�
жения обратной связи поступают на релейный эле�
мент, вызывая его несимметричные переключения
и, в конечном счете, определяет полезный выход�
ной сигнал усилителя.

3. При расчете частоты, амплитуды автоколеба�
ний и процессов методом гармонического баланса
погрешность возрастает с увеличением входного
напряжения, когда автоколебания становятся все
более несинусоидальными.

4. При моделировании усилителя в системе
Matlab/Simulink, позволяющем учитывать некото�
рые дополнительные особенности реальных харак�

теристик элементов схемы, получены результаты,
близкие к расчетным.
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