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Три топологических правила Кирхгофа
(Статья Халютина С.П., Титова А.А. «Обобщенная симметричная формула…».

— Электричество, 2011, № 6)

ФИЛАРЕТОВ В.В.

В последние годы возобновился интерес иссле�
дователей к наследию Г.Р. Кирхгофа с целью раз�
вития исторически первого символьно�топологиче�
ского метода анализа электрических цепей [1, 2]. В
числе посвященных этому методу работ следует от�
метить статьи, опубликованные в журнале «Элек�
тричество» [3, 4]. Первая из статей [3] уже получи�
ла обсуждение в печати [5–10]. В настоящей пуб�
ликации содержится критическое рассмотрение
материалов второй статьи [4] и сопутствующих ей
работ [11–15].

Топологический метод Кирхгофа. Топологиче�
ские правила [1, 2] стали реакцией Кирхгофа на
несовершенство математических методов при ре�
шении уравнений электрических цепей и непри�
способленность этих методов для получения реше�
ния в аналитическом (символьном) виде. Три то�
пологических правила в статье [1] приведены после
формулировки теорем, которые были опубликова�
ны Кирхгофом двумя годами раньше (в 1845 г.) и
получили впоследствии название «законов Кирхго�
фа». Характерно, что Кирхгоф первой привел тео�
рему о равновесии напряжений в контуре, а не тео�
рему о непрерывности токов в узле (сечении). Это
сделано им не случайно, поскольку приведенные
следом три топологических правила опираются на
понятие «замкнутой фигуры» – контура. На автор�
ское нарушение принятого сейчас порядка следо�
вания законов было указано И.В. Ероховым [16].

По существу в статье [1] приводится пять пра�
вил: два правила�закона, третье правило для нахо�
ждения знаменателя отклика, четвертое и пятое
правила предназначены для нахождения числителя
отклика двумя различными способами. Последние

три правила называются топологическими, посколь�
ку образуют топологический метод анализа и позво�
ляют получить решение – искомый отклик – непо�
средственно по виду (структуре, топологии) схемы,
минуя составление системы уравнений. В работе
[15] топологические правила Кирхгофа объединены
под названием «третья теорема Кирхгофа».

В одной из первых публикаций, посвященных
популяризации статьи [1], была предложена поряд�
ковая нумерация результатов Кирхгофа, в соответ�
ствии с которой топологические правила были на�
званы «третьим и четвертым правилами Кирхгофа»
[17]. Однако при этом последнее – пятое правило
– даже не было упомянуто. В настоящей работе то�
пологические правила Кирхгофа нумеруются от�
дельно от законов римскими цифрами I, II и III в
соответствии с порядком их следования в тек�
сте [1].

Интерес неискушенных исследователей продол�
жает питать эстетическая притягательность и кажу�
щаяся простота топологического анализа, которая
скрывается за емкой краткостью формулировок
классика. Воспроизвести ход мыслей Кирхгофа по�
зволила реконструкция первого топологического
метода, выполненная И.В. Ероховым [18]. По его
утверждению «материал статьи [1] изложен очень
плохо». Далее: «Именно этим, на наш взгляд, объ�
ясняется длительное пребывание работы [1] в за�
пасниках научных достижений. Только Дж.К. Мак�
свелл, имеющий опыт расшифровки работ М. Фа�
радея, сумел почти через 50 лет понять суть рабо�
ты» [19, с. 33].

«Встав на плечи Кирхгофа», Максвелл сущест�
венно более просто и кратко (на 1,5 страницах) из�
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ложил дуальный результат, попутно введя понятие
схемной функции [20, с. 329–331]. Но переворот в
символьном анализе электрических цепей совер�
шил все�таки Фойснер [21, 22]. Хочется надеяться,
что настоящее обсуждение будет способствовать
тому, что квалифицированные специалисты пере�
станут затрачивать годы жизни на повторение ре�
зультатов Кирхгофа.

Представляется, что причиной бесплодных по�
пыток улучшить правила Кирхгофа является нев�
нимательное прочтение работы [1]. Непросто ска�
зать лучше классика (даже в форме не слишком
удачного перевода [2]). Поэтому Кирхгоф, как пра�
вило, достоин цитирования больше, чем его после�
дователи, которые часто не замечают лаконичности
и глубины формулировок, а предлагают свои поло�
жения, обремененные избыточными терминами.

В статье [1] Кирхгоф рассматривает схему из n
проводников с сопротивлениями w1,w2,…,wk,…,wn.
Последовательно с каждым k�м проводником соеди�
няется ЭДС Ek . В схеме с μ независимыми контура�
ми находится ток I в проводнике γ ( )I λ . Приводи�
мые ниже правила отличаются от оригинала заме�
ной слов «замкнутая фигура» на термин «контур».

Правило I (для знаменателя). «Общий знамена�
тель всех величин I равен сумме сочетаний из w1,
w2, …, wn по μ элементов wk1, wk2, …, wkn, обладаю�
щих тем свойством, что после размыкания провод�
ников k1, k2, …, kμ в сочетаниях не остается ни од�
ного контура» [2, с. 177].

Разве можно, не используя понятия дерева (его
открыл сам Кирхгоф [23]), сказать проще? Свойст�
во «не остается ни одного контура» (правило I) эк�
вивалентно свойству «исключаются … изолирован�
ные узлы или изолированные подсхемы» [4, с. 65].
Зачем далее уточнять: «(при коротком замыкании
остальных сопротивлений схемы появляются ко�
роткозамкнутые контуры)»? Это лишняя проверка.
Для чего замыкать «остальные» сопротивления,
если контур из сопротивлений, как и изолирован�
ная подсхема, легко распознается на схеме? Это
лишняя операция.

Под «размеченными узлами» в [4, с. 65] пони�
маются узлы схемы, полученной из исходной схе�
мы в результате замыкания источников напряже�
ния и приемников тока, а также размыкания ис�
точников тока и приемников напряжения. Опреде�
литель преобразованной схемы (часто называемой
схемой знаменателя) является знаменателем схем�
ной функции или отклика. Называть узлы этой
схемы «размеченными» представляется надуман�
ным и запутывающим читателя.

Таким образом, попытка совершенствования
правила I [4, с. 65] является неудачной. Комбина�

торный алгоритм перечисления деревьев считается
самым трудоемким. Наиболее простым и эффек�
тивным признан алгоритм [24], исключающий ге�
нерацию�проверку сочетаний и основанный на вы�
делении ветвей по формулам Фойснера [21, 22].

О третьем топологическом правиле Кирхгофа.
Так случилось, что пятое по порядку правило
Кирхгофа (правило III по принятой здесь нумера�
ции) и впоследствии, как в работе [17], не было за�
мечено специалистами – не вошло в многочислен�
ные обзорные статьи, монографии и учебники, на�
пример [25–27], что приводило и до сих пор при�
водит [3, 4, 11–15] к повторным опубликованиям
результатов Кирхгофа в завуалированной форме
«новых» интерпретаций.

В какой�то мере это объясняется тем, что пра�
вило III сформулировано в конце статьи [2, с. 177],
обособленно от первых двух топологических пра�
вил, которые помещены на с. 171. Это правило ин�
тересно тем, что предусматривает нахождение чис�
лителя отклика по его знаменателю, а невнима�
тельные исследователи систематически оспаривают
приоритет у Кирхгофа [5–8, 10]. Ниже приведены
оба правила для нахождения числителя.

Правило II (для числителя). «Числитель величи�
ны I λ равен сумме сочетаний из w1, w2, …, wn по
μ–1 элементов wk1, wk2, …, wμ–1, обладающих тем
свойством, что после исключения проводников k1,
k2, …, kμ–1 остается один контур; каждое сочета�
ние умножается на сумму электродвижущих сил,
которые приложены к проводникам, образующим
соответствующий контур. При этом электродвижу�
щие силы считаются положительными в том же на�
правлении, что и I λ».

Правило III (для числителя). «Если упорядочить
члены числителя величины I λ по величинам E1,
E2, …, En, то коэффициент при Ek окажется сум�
мой взятых частью со знаком «плюс», частью со
знаком «минус» сочетаний из w1, w2, …, wn по μ−1
тех элементов, которые входят в знаменатель вели�
чин I, умноженные как на wλ , так и на wk. Именно
эти сочетания wk1, wk2, …, wkμ–1 обладают тем
свойством, что после размыкания проводников k1,
k2, …, kμ −1 остается один контур и что в этот кон�
тур входят и проводник λ, и проводник k. Сочета�
ние wk1, wk2, …, wkμ–1 следует брать со знаком
«плюс», если положительное направление I λ в кон�
туре совпадает с направлением электродвижущей
силы Ek, и со знаком «минус» в противном случае».

В правиле II числитель группируется по вы�
бранным произведениям сопротивлений (неявно
[28]), а в правиле III – по параметрам ЭДС (явно).
Иначе говоря, можно свернуть выражение так,
чтобы каждое слагаемое знаменателя встречалось в
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числителе (без wλ или wk ) один раз, а параметры
независимых источников – многократно или на�
оборот. Произведения сопротивлений выбираются
из схемного определителя – знаменателя отклика
– по правилу III, перед которым Кирхгоф написал:
«Да позволено мне будет сделать несколько замеча�
ний по поводу доказанной теоремы» [2, c. 177].

Очевидно, что Кирхгофа «озарило»: в правиле II
можно не перебирать все возможные сочетания из
w1, w2, …, wn по μ–1 элементов, а выбрать значи�
тельно меньшее число сочетаний для выявления
единственного контура из ранее найденного знаме�
нателя по наличию сомножителя wλ или wk !

При нахождении напряжения U λ удалять со�
множитель wλ из выбранных слагаемых не потре�
буется: они войдут в числитель в том виде, в каком
встретятся в знаменателе. Это является следствием
известного положения, что числители передаточ�
ных схемных функций по напряжению и току вхо�
дят в знаменатель [26, 27].

Следовательно, «заготовку» для выражения чис�
лителя (т.е. «копию» выражения знаменателя) мож�
но записать заранее. Однако в общем случае избы�
точное выражение будет состоять преимуществен�
но из нулевых слагаемых. Это является слишком
большой ценой за получение числителя, который
можно раскрыть в компактном виде как определи�
тель схемы числителя, минуя сортировку и провер�
ку отдельных слагаемых [8, 10].

Как видно, педантичный Кирхгоф стремился
рассмотреть различные возможности для упрощения
записи отклика. Правило III позволяет не только
исключить перебор сочетаний из числа элементов
или уменьшить количество рассматриваемых соче�
таний, выбрав их по наличию сомножителя wλ или
wk . Сказав в правиле III «умноженные как на wλ ,
так и на wk », основоположник теории цепей преду�
смотрел использование операции пересечения под�
множеств слагаемых знаменателя, вообще избав�
ляющей от необходимости выявлять контуры.

Действительно, множество слагаемых знамена�
теля включает два подмножества: 1) слагаемые с
параметром wλ в качестве сомножителя; 2) слагае�
мые, содержащие сомножитель wk . Слагаемые�со�
множители (коэффициенты) для числителя нахо�
дятся как пересечение этих подмножеств. При раз�
мыкании ветвей�сомножителей каждого слагаемого
в схеме образуется контур, включающий обе ветви
λ и k. Из этого контура на основе второго закона
Кирхгофа выражается искомое напряжение U λ че�
рез ЭДС источников, вошедших в контур. Это на�
пряжение в соответствии с правилами II или III
умножается на соответствующий коэффициент и

образует слагаемое, учитываемое в числителе от�
клика.

Правила I, II и III могут быть использованы
при нахождении тока в схеме с источниками тока.
В этом случае после размыкания ветвей, параметры
которых вошли в слагаемое знаменателя, в схеме
должно образоваться сечение, содержащее источ�
ники тока и ветвь с искомым током. Этот коэффи�
циент слагаемого числителя умножается на ток,
выраженный по первому закону Кирхгофа через
токи источников, вошедших в рассматриваемое се�
чение. Как видно, в основе, казалось бы, абстракт�
ных топологических правил лежат физические за�
коны, а числитель отклика учитывает активные
контуры или сечения, которые обеспечивают вклад
источников в отклик по второму или первому зако�
нам Кирхгофа [29].

Сопротивления (проводимости), не вошедшие в
учитываемый контур или сечение, не влияют на
работу рассматриваемой подсхемы и могут быть за�
менены идеальными проводниками (разомкнутыми
ветвями), как предлагается в [4]. «Е� и J�соедине�
ния» – «предельное состояние» – является ничем
иным как контуром или сечением, содержащим
ветвь с искомым напряжением или током, а также
источники напряжения или тока.

Полезность введения понятий «Е� и J�соедине�
ний» в топологический метод Кирхгофа вызывает
сомнение. Оставшиеся в подсхеме элементы, так
же как идеальные проводники или разомкнутые
ветви, не мешают визуально находить единствен�
ный контур или сечение и записывать вес контура
или сечения сомножителем при коэффициенте.
Использование словосочетания «метод предельных
состояний» (тем более что метод с таким названи�
ем широко известен в строительной механике) для
именования по существу метода Кирхгофа воспри�
нимается как недостаток научной этики.

Итак, развития результатов Кирхгофа в статье
[4] не получилось. После обоснования принципа
дуальности [30] дуальные правила во многом
«обесценились», поскольку производятся формаль�
ной заменой понятий. В методике [4] сохраняется
комбинаторный перебор элементов и получение
развернутых выражений, что возможно только для
схем до 5–10 узлов. Анализ схем в сотни узлов и
элементов обеспечивается формированием ком�
пактных выражений, имеющих многократно мень�
шую вычислительную сложность (с оптимальным
вынесением за скобки общих множителей) [31, 32].
Для этого нужно использовать не правило I, а фор�
мулы выделения Фойснера [21, 22].

Методика [4], подобно прототипу – оригиналь�
ному методу Кирхгофа, не позволяет анализиро�
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вать схемы, содержащие как сопротивления, так и
проводимости, как источники напряжения, так и
источники тока, требуя приведения элементов к
одному типу, что не только трудоемко, но и не все�
гда возможно. Например, для нахождения схемных
функций и откликов в полиномиальном виде тре�
буется задание конденсаторов проводимостями, а
катушек индуктивности сопротивлениями. Совре�
менный метод схемных определителей [33–35] ли�
шен перечисленных ограничений и применим для
анализа сложных схем со всеми типами линейных
элементов.

Практическую несостоятельность результатов
статьи [4] подчеркивает то обстоятельство, что ав�
торы некорректно сравнивают свою методику (от�
носящуюся к классу символьно�топологических
методов) с матрично�численным методом узловых
напряжений. Из известного неудачного опыта
обобщения топологических правил Кирхгофа для
анализа активных электрических цепей [3] очевид�
но, что и методика [4] не имеет ресурса развития
[8, 10].

«Обобщенная симметричная формула» (ОСФ) как
иллюзия. Интерпретация топологических правил
Кирхгофа, хотя и представлена в статье [4] без
обоснования, в целом не вызывает возражений,
чего нельзя сказать о представлении отклика в виде
ОСФ [4, 11–15]. В этой формуле знаменатель от�
клика компактно записан на основе разложения
Фойснера [21, 22].

Однако в числителе ОСФ используется та же
формула Фойснера, причем каждое ее слагаемое
умножается на некое гипотетическое напряжение
или ток. Например, ОСФ для нахождения напря�
жения по узловому определителю имеет вид

U G U U Gi i i
i i

i i
i= + +( ) / ( )Δ Δ Δ Δ , (1)

где нижние и верхние индексы при символе Δ ука�
зывают на замыкание и размыкание ветви i соот�

ветственно;Ui иU
i – частичные отклики, которые

находятся в схемах, образованных замыканием вет�
вей, используемых в слагаемых узлового определи�
теля.

Числитель ОСФ иначе как вульгарно понятым
правилом III назвать нельзя. Некорректность фор�
мулы (1) проявляется в том, что определители Δ i
или Δi умножаются на единственное напряжение,
хотя могут содержать более одного слагаемого. Это
противоречит правилу III, которое при нахождении
частичного отклика требует раздельного использо�
вания каждого слагаемого знаменателя. Частичные
отклики, записываемые в виде алгебраической
суммы параметров независимых источников, при

различных слагаемых знаменателя могут совпадать
только при одинаковом контуре или сечении [29].
Ниже (в приложении) ОСФ опровергается на при�
мере 2 самой статьи [4, с. 66–67].

Отсутствуют неформальные признаки, подтвер�
ждающие общность ОСФ и метода эквивалентного
генератора. Попытка доказательства ОСФ с по�
мощью этого метода [4, c. 63] несостоятельна пото�
му, что в последовательной (параллельной) схеме с
источником напряжения (тока) имеется единствен�
ный контур (сечение). В этом тривиальном случае
ОСФ оказывается справедливой, но это не добав�
ляет весомости интеллектуальной продукции [4].

Поиск «новой формы третьей теоремы Кирхго�
фа» [15] не привел к результату, поскольку для
представления числителя схемной функции в виде
разложения Фойснера необходимо использовать не
схему знаменателя, а специальную схему числителя,
полученную из исходной схемы в результате заме�
щения независимого источника и отклика идеаль�
ным усилителем – нуллором [33, 34].

Классический топологический метод Кирхгофа
утратил практическое значение, поскольку с сере�
дины 70�х годов прошлого века не используется
при синтезе сложных схем [36] и разработке САПР
схемотехнического проектирования [37]. В начале
прошлого века Фойснер превзошел своего учителя
Кирхгофа, отказавшись от рассмотрения отдельных
слагаемых искомого отклика и поднявшись на уро�
вень производных схем и подсхем [38]. Проблема
разложения числителя отклика как определителя
соответствующей схемы была решена после откры�
тия нуллора Бернардом Теллегеном [39].

Приложение. Применение топологических правил
Кирхгофа. Иллюстрация правила I. Рассмотрим схе�
му, изображенную на рисунке,a, которая воспроиз�
ведена из работы [4, с.67].

Схемы знаменателя (μ=3) для сопротивлений
( /R Gk k=1 при k=1, 2, 3, 4) и проводимостей пред�
ставлены на рисунке,б и в соответственно. По пра�
вилу I перебираем сочетания из 4 элементов по 3:
R1R2R3, R1R2R4, R1R3R4, R2R3R4. Все эти сочета�
ния войдут в контурный определитель, поскольку
после размыкания элементов каждого сочетания на
схеме рисункa,б не остается контуров. Отсюда

Δ = R1R2R3 + R1R2R4 + R1R3R4 + R2R3R4.
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Иллюстрация правила III. Найдем числитель от�
клика напряжения в схеме на рисунке,а, используя
ранее найденный контурный определитель. Внача�
ле получим слагаемое числителя для источника E5
(λ=2, k =5). Подмножество слагаемых Δ, включаю�
щих множитель R2 , имеет вид:

Δ( 2R )= R1R2R3 + R1R2R4 + R2R3R4.

По правилу III для каждого слагаемого Δ 2 про�
водится проверка, а именно, на схеме рисунке,а
размыкаются элементы, входящие в слагаемое
(кроме элемента R2 ). Если в оставшейся схеме ос�
тается контур, проходящий через R2 и E6, то это
слагаемое учитывается сомножителем при E6 с со�
ответствующим знаком.

При размыкании R1R3 и R3R4 образуются кон�
туры E5R4E6R2 и E5R1R2 соответственно с встреч�
ными направлениями источника и приемника, а
при размыкании R1R4 контура, проходящего через
E5 и R2 , не образуются. Таким образом, числитель
отклика от источника E5 равен: (–R1R3–R3R4)E5.

Теперь найдем слагаемое числителя для источ�
ника E6 (λ=2, k =6). По аналогии с предыдущими
выкладками проводится проверка для каждого сла�
гаемого Δ(R2 ). Если в оставшейся схеме остается
контур, проходящий через R2 и E6, то это слагае�
мое учитывается в сомножителе при E6 с соответ�
ствующим знаком.

При размыкании R1R3 и R1R4 образуются кон�
туры E5R4E6R2 и E6R3R2 соответственно с соглас�
ными направлениями источника и приемника, а
при размыкании R3R4 контура, проходящего через
E6 и R2 , не образуются. Таким образом, числитель
отклика от источника E6 равен: (R1R3+R1R4)E6.

Суммируя отклики от обоих источников с уче�
том множителя R2 , получаем выражение при яв�
ном представлении числителя:

U R R R R R E R R R R E= − + + +2 1 3 3 4 5 1 3 1 4 6[ ( ) ( ) ]/

/( )R R R R R R R R R R R R1 2 3 1 2 4 1 3 4 2 3 4+ + + .

Иллюстрация правил II и III. В качестве иллюст�
рации совместного применения правил II и III
Кирхгофа найдем числитель отклика напряжения в
схеме на рисунке,а, используя предыдущее реше�
ние по правилу III. Множество Δ(R2 ) представляет
собой «заготовку» для записи числителя. При раз�
мыкании R1R3 в схеме на рисунке,а образуется
контур E5R4E6R2, из которого по второму закону
Кирхгофа выражается слагаемое для отклика
R1R3(E6–E5). При размыкании R1R4 и R3R4 образу�
ются контуры E6R3R2 и E5R1R2, которые порожда�
ют слагаемые для отклика: R1R4E6 и –R3R4E5 соот�
ветственно. Суммируя указанные слагаемые, полу�

чаем выражение с неявным представлением числи�
теля:

U R R R E E R R E R R E= − + −2 1 3 6 5 1 4 6 3 4 5[( ( ) ]/

/( )R R R R R R R R R R R R1 2 3 1 2 4 1 3 4 2 3 4+ + + ,

которое согласуется с выражением для U [4, c. 67],
записанным в базисе проводимостей.

Опровержение «обобщенной симметричной форму�
лы» (ОСФ) [4]. Авторы не искушают судьбу: они не
только не записывают ОСФ перед решением при�
мера 2 (с. 66–67), но и вовсе не применяют ее.
Сделаем это за них, выделяя проводимость G2 , па�
раллельную искомому отклику U.

Формула (1) применительно к данному случаю
примет вид

U G U U G= + +( ) / ( )2 2 2
2 2

2 2
2Δ Δ Δ Δ . (2)

Определители относятся к схеме знаменателя,
представленной на рисунке,в. При замыкании G2
замыкается приемник напряжения U, поэтому
U 2 0= и в числителе не будет первого слагаемого,
т.е.

U U G= +( ) / ( )Δ Δ Δ2 2
2 2

2 . (2а)

На рисунке,в видно, что Δ2 1 3 4= + +G G G . Эти

три слагаемых знаменателя используются при на�
хождении числителя (с. 67):

U G E G E G E E G G G G= − + + − + + +[ ( ) ( )]/( )1 5 3 6 4 6 5 1 2 3 4 . (2б)

Однако правильное выражение (2б) противоре�
чит выражению (2), т.е. ОСФ, поскольку все на�

пряжения при трех слагаемых Δ2 различные, а не

равны одному гипотетическому напряжению U 2 !
Следовательно, ОСФ нельзя применять даже при
выделении одного элемента.

Выводы. 1. Обобщенная симметричная формула
на основе разложения отклика по слагаемым схем�
ного определителя, заявленная в названии статьи
[4] и приводимая в ее теоретической части (с.
62–65), несправедлива уже в простейших случаях,
поскольку для использования разложения Фойсне�
ра требуется нуллорное представление числителя.

2. «Метод предельных состояний» является
учебной методикой для случая однородных воздей�
ствий и откликов, непосредственно вытекает из то�
пологических правил Кирхгофа и не расширяет об�
ласти их применения. Знаменатель и числитель от�
клика получаются с помощью правил, сопостави�
мых по трудоемкости с правилами Кирхгофа.
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