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Основная задача управления электрической ма�
шиной – формирование электромагнитного мо�
мента для движения исполнительного механизма
по желаемой траектории.
При достаточной эффективности управляющих

органов и необходимой степени управляемости
почти любая цель управления может быть достиг�
нута за счет «навязывания» управляемому объекту
новой «искусственной» динамики. Это относится к
системам управления с обратными связями и боль�
шими коэффициентами усиления, некоторым ре�
лейным системам, системам с переменной структу�
рой, некоторым системам автоматического управ�
ления, синтезированным посредством функции
Ляпунова.

Несмотря на простоту соответствующих алго�
ритмов и их достаточно высокую эффективность в
некоторых приложениях, популярность указанных
систем управления падает [1]. Объясняется это сле�
дующим. Во�первых, низкой энергетической эф�
фективностью управляющих воздействий, посколь�
ку вследствие использования всех факторов в таких
процессах и объектах не остается возможности уве�
личивать энергию или мощность, затрачиваемую
на регулирование. Во�вторых, ограниченностью ре�
сурсов для управления: такие энергетически напря�
женные режимы, как скользящий, становятся не�
допустимой роскошью. Поэтому задача поиска
наилучшего управления должна решаться в услови�
ях максимального использования естественных,
собственных движений объекта.
Известные методы оптимального управления

машиной переменного тока [2] из�за сложности
математического описания и неоднозначности
формальной части задачи управления не нашли
широкого применения. Трудность выбора критерия
оптимальности объясняется тем, что требования,
предъявляемые к работе электропривода, противо�
речивы, а результативность решения задачи управ�
ления зависит от сложности функционала. Если
функционал отвечает большому числу требований
к электроприводу, то аналитический синтез управ�

ляющих воздействий практически невозможен [3].
Поэтому в явном виде оптимальное управление
следует искать в условиях наиболее полного ис�
пользования физических свойств объекта управле�
ния, применяя простые функционалы качества.
Для этой цели с применением принципа макси�

мума разработан метод синтеза управляющих воз�
действий для машины переменного тока, основан�
ный не на разделении во времени процессов фор�
мирования задаваемых переменных, а на их одно�
темповом регулировании. Использование этого ме�
тода для оптимизации электромагнитных процес�
сов в асинхронной машине с короткозамкнутым
ротором представлено в [4]. Рассмотрим примене�
ние этого метода для оптимизации работы син�
хронной машины с электромагнитным возбужде�
нием.
Задача управления – определение воздействий,

обеспечивающих регулирование электромагнитно�
го момента в условиях энергетически желаемых ре�
жимов работы неявнополюсной синхронной маши�
ны с электромагнитным возбуждением. Критерием
оптимальности является время. В качестве желае�
мых рассматриваются предельные режимы работы
электрической машины, обеспечивающие мини�
мум мощности, подводимой к обмоткам двигателя
для изменения электромагнитного момента, или
максимум cosj , или минимум мощности тепловых
потерь.
Для решения поставленной задачи управления

нужно проанализировать электромагнитные про�
цессы формирования электромагнитного момента.
Полагая, что динамика этих процессов зависит от
изменения энергии магнитного поля и в явном
виде не зависит от изменения угловой скорости
вращения ротора w, примем значение w постоян�
ным. Это допущение, не нарушая целостности под�
хода, позволяет уменьшить порядок дифференци�
альных уравнений. Выбор неявнополюсной син�
хронной машины, пренебрежение нелинейностью
характеристики намагничивания и инерционно�
стью силовых элементов преобразователя частоты,

Предложен оптимальный по быстродействию ме�
тод формирования электромагнитного момента,
представлены основные условия оптимального управ�
ления машиной переменного тока.
К л ю ч е в ы е с л о в а : электропривод перемен�

ного тока, оптимальное управление

A method for producing electromagnetic torque optimal
in terms of its response speed is proposed, and main
conditions for optimal control of an AC machine are
presented.
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принятие условий точного измерения потокосцеп�
лений идентификатором состояния позволяют дос�
таточно просто изложить идею метода синтеза
управляющих воздействий для инженерного при�
менения.
В качестве математического описания рассмат�

риваются уравнения Кирхгофа, описывающие век�
тор состояния в системе координат dq, вращаю�
щейся со скоростью ротора w синхронной маши�
ны, ориентированной по току ротора irq = 0, i ird r= :
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где Ud , U q , U rd – напряжения статора и ротора,
подводимые к обмоткам двигателя; id, iq, ird, Yd,
Yq, Yrd – токи и потокосцепления статора и рото�
ра в системе рассматриваемых координат; R, Rr –
активные сопротивления обмоток статора и ротора.
Взаимосвязь токов и потокосцеплений опреде�

лена в векторной форме:
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L, I, Y – матрицы индуктивностей, тока и пото�
косцепления; L, Lr – индуктивности обмоток ста�
тора и ротора; Lm – взаимная индуктивность ста�
тора и ротора.
Падение напряжения на активном сопротивле�

нии обмоток статора и ротора (1) определено век�
тором:
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RI – вектор падений напряжений на активных со�
противлениях обмоток двигателя; Т – матрица па�
раметров времени, характеризующих инерцион�
ность электромагнитных процессов.
На рисунке представлена векторная диаграмма

работы электрической машины. Выходной величи�
ной системы управления является электромагнит�
ный момент m, значение которого зависит от век�

торного произведения переменных состояния ста�
тора или ротора:

m i ir r r= =y j y bcos sin , (3)

где y, y r , i, ir – модули потокосцеплений и токов
вектора состояний электрической машины; b, br –
углы, определяющие положение потокосцепления
статора и ротора относительно тока ротора; μ –
угол, определяющий положение вектора тока ста�
тора относительно тока ротора; j – угол, опреде�
ляющий положение вектора ЭДС е от потокосцеп�
ления статора относительно тока статора; cosj яв�
ляется одной из основных энергетических характе�
ристик работы электрической машины.

Из уравнения баланса мощностей следует, что
состояние электрической машины зависит от четы�
рех независимых переменных. Ими могут быть вы�
браны электромагнитный момент m, угловая ско�
рость вращения ротора w и два аргумента b, j , ко�
торых достаточно для определения положения всех
изображающих векторов. Из числа выбранных пе�
ременных m и w заданы условиями технологиче�
ской задачи. Варьируемыми величинами являются
аргументы b и j , посредством которых осуществля�
ется поиск энергетически желаемых режимов рабо�
ты электрической машины.
Задача оптимизации работы машины разбита на

два этапа. На первом выявляются параметры уста�
новившегося режима, характеризующие положение
изображающих векторов и соответствующие энер�
гетически желаемым режимам работы. На втором
определяется оптимальный вектор управления, под
действием которого электромагнитный момент из�
меняется в условиях энергетически желаемых ре�
жимов. Критерием оптимальности является время.
Рассмотрим энергетически предельные режимы

установившихся процессов, рассматриваемые в ка�
честве желаемых при работе синхронной машины
[5].
Одной из основных энергетических характери�

стик является КПД h, значение которого зависит
от мощности потерь

DP Ri R ir r= +2 2 ;
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Условия работы синхронной машины при абсо�
лютном минимуме тепловых потерь достигаются
при минимальном значении функции (4) энергети�
ческого состояния

F
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L
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m
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2

и определенном положении изображающих векто�
ров, которое можно характеризовать углами b и j .
При росте нагрузки режим работы в условиях

минимума потерь мощности связан с существен�
ным изменением потокосцеплений и значитель�
ным увеличением реактивной мощности. Поэтому
такая энергетическая характеристика, как cosj , иг�
рает важную роль при выборе желаемого режима
работы электрической машины.
Положение изображающих векторов, при кото�

ром электрическая машина работает при минимуме
энергии Wэм, накапливаемой в обмотках, имеет
определенные достоинства и определено миними�
зацией функции энергетического состояния f ( , )b j :
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Минимум функции энергетического состояния
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достигается при другом положении изображающих
векторов:
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Работа в таком режиме позволяет минимизиро�
вать мощность, подводимую к обмоткам для фор�
мирования электромагнитного момента машины в
динамических процессах, но вместе с тем проходит
при более значительных токах и, следовательно,
более высоких потерях. Существующее противоре�
чие эффективности работы электрической машины
разрешается посредством взаимосвязи между КПД
h и параметром времени Тэм, характеризующим
интенсивность процессов электромеханического
преобразования энергии [5] в области аргументов,
где возможно сформировать электромагнитный
момент:
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Из (8) следует, что, задаваясь энергетически же�
лаемым режимом работы, всегда возможно опреде�
лить положение изображающих векторов, при ко�
тором этот режим осуществим.
В качестве регулируемых переменных многока�

нальной динамической системы (1) выбраны пото�
косцепления статора и ротора (см. рисунок). В ста�
тических режимах зависимость вектора регулируе�
мых переменных Y от модуля вектора потокосцеп�
ления статора y и положения изображающих век�
торов в пространстве состояний электрической ма�
шины представлена следующим образом:
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где В – матрица взаимосвязанных коэффициентов,
отражающих посредством аргументов b и j поло�
жение изображающих векторов в пространстве со�
стояний электрической машины. На основании
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рисунка и скалярной зависимости тока и потокос�
цепления

y j b j= +Licos( )[cot( ) tan( )]

преобразовано значение электромагнитного мо�
мента (3):

m
L

=
+

y
b j

2

(cot tan )
.

Тогда на основании (9) вектор регулируемых
переменных можно представить в зависимости не
только от положения изображающих векторов, но
и от нагрузки:

Y =
+

B
L

m
[cot( ) tan( )]b j

y
, (10)

где y y y= +d q
2 2 – модуль вектора потокосцепле�

ния статора.
В соответствии с рассматриваемым методом

синтеза оптимального управления воздействия на
электрическую машину по каналам управления
должны быть сформированы таким образом, чтобы
регулируемые переменные изменялись одновре�
менно и пропорционально. Рассмотрим это утвер�
ждение применительно к управляющим воздейст�
виям синхронной машины. Для этой цели на осно�
вании (2) представим уравнение (1) в векторной
форме:

d

dt

Y
Y= +V U, (11)

где V T= - +- 1 W – матрица, отражающая свойства

объекта управления; матрица величин, характери�
зующих частоту вращения двигателя,

W= -
0 0

0 0

0 0 0

w
w ;

вектор напряжения, подводимого к обмоткам дви�
гателя,

U=
U

U

U

d

q

rd

.

Полагая, что идентификатором состояния по�
средством измерения токов, напряжений и угловой
скорости вращения двигателя достаточно точно
вычисляется вектор Y, примем условие полной на�
блюдаемости регулируемых переменных. С учетом
принятых допущений формирование вектора
управления должно быть таким, чтобы он мог от�
ражать задание электромагнитного моментаU ref :

U K B= - +
+

Y
L

T
U

s
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(cot( ) tan( ))b j
y

, (12)

где К – матрица коэффициентов обратной связи
размерностью, соответствующей размерности мат�
рицы V.
В результате на основании (11) при управлении

(12) состояние электрической машины представле�
но в зависимости от желаемого положения изобра�
жающих векторов, заданного матрицей В, парамет�
ров обратных связей, заданных матрицей К, и сиг�
нала задания U ref электромагнитного момента:
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+
Y .

Для определения элементов матриц К и В, с по�
мощью которых формируется наилучшее управле�
ние (12), воспользуемся функциями энергетическо�
го состояния (4), (5) и принципом максимума [6].
Этот принцип устанавливает взаимосвязь между
оптимальным управлением, регулируемыми пере�
менными и координатами сопряженной системы,
состояние которой определяется Гамильтонианом.
Гамильтониан быстродействия Н динамической
системы (11) имеет вид:
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где S – координаты вектора сопряженной системы

d

dt

дH

д

S
V K S= - = - -

Y т
( ) , (16)

которые имеют сложную зависимость во времени:

S SV K( ) ( )( )t e t= - - 0 ;

S(0) – начальное значение координат вектора со�
пряженной системы.
Поскольку при выбранной ориентации изобра�

жающих векторов (10) и отсутствии ограничений
на управление задающим воздействием является
сигнал U ref задания электромагнитного момента,
условия максимума Гамильтониана запишем в
виде:
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(17)
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Из (17) следует, что одним из обязательных тре�
бований достижения максимума Гамильтониана
независимо от значения модуля вектора потокосце�
пления статора y является одинаковое изменение
во времени координат вектора сопряженной систе�
мы (16). Выполнение этого требования позволяет
сформировать матрицу В таким образом, чтобы
сумма ее коэффициентов равнялась нулю:

B B Bd q rd+ + = 0.

Это решение для обобщенной электрической
машины рассмотрено в [7]. При таком управлении
максимальное значение Гамильтониана равняется
нулю. Вместе с тем, значение Гамильтониана быст�
родействия может быть равно единице. Выясним,
каковы при этом условия управления. Для этой
цели в соответствии с (17) запишем желаемую за�
висимость от времени координат вектора сопря�
женной системы:

S S( ) ( )t e

t

Ts= 0

2

, (18)

где S(0) – вектор координат сопряженной системы
в начальный момент времени; Тs – параметр вре�
мени, характеризующий желаемый темп изменения
координат вектора сопряженной системы.
Выражение (18) может быть получено только в

том случае, если сопряженная система (16) будет
выглядеть следующим образом:

d

dt Ts

S
S=

2
.

Эти условия выполняются при соблюдении ра�
венства

- - = -( )V K ETs
1,

где единичная матрица

E=
1 0 0

0 1 0

0 0 1

;

равенство достигается определенным выбором эле�
ментов матрицы обратных связей:

K V E= + -( )Ts
1 . (19)

Такой выбор при управлении (12) обеспечивает
желаемое решение сопряженной системы (18) и
равное быстродействие контуров регулируемых пе�
ременных основной системы управления. При ну�
левых начальных условиях основной системы (13)
регулируемые переменные изменяются одновре�
менно и пропорционально. В этих условиях поло�
жения изображающих векторов как в статических,

так и в динамических режимах не изменятся, а бу�
дут соответствовать положениям (9), заданным
матрицей В.

Умножив левую и правую части уравнения (13)
на модуль вектора потокосцепления и матрицу Вт,
преобразуем его к виду:

B B B Bт тd

dt Ts

y y2 2
2= - +

+
+

2B Bт
(cot( ) tan( ))b j

T
LU

s
ref ;

d

dt T T
LU

s s
ref

y y b j2 2
2 2= - +

+(cot( ) tan( ))
, (20)

отражающему зависимость регулируемых перемен�
ных от сигнала задания U ref выходной величины
системы (11). При равном быстродействии конту�
ров регулируемых переменных (19) и нулевых на�
чальных условиях решение основной системы
уравнений приобретает вид:

y b j2

2

1( ) (cot( ) tan( ))t U L eref

t

Ts= + -

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

-
;

Y ( ) ( ) (cot( ) tan( ))t t U L eref

t

Ts= = + -

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷

-
B By b j 1

2

÷÷
.

Требования к управлению при Гамильтониане,
равном единице, будут удовлетворены, если на�
чальные значения координат сопряженной систе�
мы связаны с заданием регулируемых переменных
и имеют определенное значение:

S E( )
cot( ) tan( )

( )0

1

=
+

+ +
é

ë
ê

ù

û
ú
-

U L
T

B B Bref
s

d q r
b j

.

В этом случае решение сопряженной системы
(18) можно записать в виде

S E( )
cot( ) tan( )

( ) .t U L
T

B B B eref
s

d q r

t

Ts=
+

+ +
é

ë
ê

ù

û
ú
-

b j
1 2

(21)
Полученные решения основной и сопряженной

(21) систем позволяют преобразовать Гамильтони�
ан быстродействия (14):

H e e e

t

T

t

T

t

Ts s s= - -

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
+ =

-2 2 2

1 1.

Из полученного выражения следует, что при
управлении (12) и выполнении условий (19) Га�
мильтониан быстродействия не зависит от сигнала
управления и всегда равен единице.
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Поэтому перевод вектора состояния электриче�
ской машины из начального положения в положе�
ние, соответствующее заданию электромагнитного
момента, является оптимальным. С учетом (3) пре�
образуем (20):

T

L

d

dt L
Us
ref2

2 2

( ( ) tan( )) (cot( ) tan( ))ctg b j
y y

b j+
= -

+
+ ;

T dm

dt
m Us

ref2
= + .

Решение этого уравнения, не учитывая положе�
ние изображающих векторов, представляет зависи�
мость электромагнитного момента от времени при
оптимизации электромагнитных процессов:

m U eref

t

Ts= -

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

-

1

2

. (22)

Таким образом, задаваясь желаемым быстро�
действием контуров регулируемых переменных, ко�
торое характеризуется параметром времени Тs и
достигается определенным выбором коэффициен�
тов матрицы обратных связей, зависимость элек�
тромагнитного момента от его задания описывает�
ся апериодическим звеном первого порядка при
оптимальной траектории перехода вектора состоя�
ния из одного положения в другое. Критерием оп�
тимальности является время. Каждому положению
изображающих векторов, заданному матрицей В,
соответствует своя экстремаль. Существование
множества экстремалей позволяет ввести дополни�
тельные ограничения на управление при оптимиза�
ции режимов работы электрической машины. Та�
кими ограничениями могут быть режимы, не отве�
чающие энергетически желаемым. Энергетически
желаемый режим может быть реализован путем за�

дания положения изображающих векторов – выбо�
ра коэффициентов матрицы В. В [8] представлен
частный случай способа оптимального управления
синхронной машиной с электромагнитным возбуж�
дением, обеспечивающего наиболее быстрое фор�
мирование электромагнитного момента при мини�
мизации тепловых потерь, в условиях минимума
реактивной мощности.
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