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Анализ качества выходного напряжения авто�
номных инверторов (АИ), построенных по трех�
фазным мостовым схемам на базе классических
трансформаторов с пульсирующими магнитными
полями (ТПМП), обычно проводится для случая
работы АИ на активную и активно�индуктивную
нагрузку [1–3], причем без аналитической оценки
качества выходного тока [4]. Оценки качества вы�
ходного напряжения и тока АИ с ТПМП и АИ, по�
строенных на базе трансформаторов с вращающи�
мися магнитными полями (ТВМП), при актив�
но�емкостной нагрузке в отечественных работах
практически нет [4–8].

Цель настоящей работы – получение аналити�
ческой оценки качества выходного тока АИ с
ТВМП при известных законах формирования сту�
пенчатой кривой (СК) выходного напряжения [7],
различном числе секций круговой обмотки (КО) в
составе ТВМП или числе пар (N) силовых ключей
(СКЛ) и различной добротности активно�емкост�

ной нагрузки в установившемся и пусковом режи�
мах.

Рассмотрим качество выходного напряжения и
тока АИ с ТВМП при нечетном числе секций КО,
например при девяти секциях, или, что то же са�
мое, при девяти парах СКЛ, так как в этом случае
коэффициент гармоник выходного напряжения АИ
при RC�нагрузке не превышает 10% [8], что соот�
ветствует требованиям ГОСТ 13109–97 и россий�
ского морского регистра судоходства. При RC�на�
грузке схема АИ с ТВМП будет иметь вид, пред�
ставленный на рис. 1.

В общем случае график выходного напряжения
АИ имеет форму СК [1–3]. При этом наиболее вы�
сокое качество выходного напряжения u tАИ ( ) дос�
тигается, когда СК равномерно накладывается на
эталонную синусоиду (ЭС) (рис. 2) в случае кван�
тования u tАИ ( ) по времени [6]. Если СК предста�
вить в виде бесконечного сходящегося функцио�
нального ряда Фурье, то можно получить аналити�

Разложением в ряды Фурье ступенчатых кривых
графика выходного напряжения автономного инвер�
тора, аппроксимирующих эталонную синусоиду, по�
лучены коэффициенты ряда для четного и нечетного
числа секций круговой обмотки. С использованием
этих коэффициентов рассчитаны коэффициенты
гармоник выходного напряжения и тока инвертора с
трансформатором с вращающимся магнитным полем
и построены их графические зависимости в функции
числа секции круговой обмотки и добротности ак�
тивно�емкостной нагрузки. Качество выходного
тока такого АИ существенно зависит не только от
числа секций круговой обмотки, но и от добротности
нагрузки. При увеличении добротности RC�нагрузки с
1,0 до 10,0 коэффициент гармоник по току увеличи�
вается в 5–7 раз как при четном, так и при нечет�
ном числе пар силовых ключей. При малой добротно�
сти нагрузки (0,1 и меньше) в случае неудачного
включения перенапряжение на конденсаторной бата�
рее может превысить номинальное напряжение на
70% и более.
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инвертора

By expanding the stepped curves of the output voltage
waveform produced by a self�commutated inverter (which
approximate the reference sine wave) into the Fourier
series, we obtained the coefficients of the components in the
series for even and odd numbers of sections in the circular
winding. The obtained coefficients were used for calculating
the coefficients for the harmonic components of the output
voltage and current of the inverter equipped with a
transformer with rotating magnetic field, and their graphic
dependences as functions of the number of sections in the
circular winding and the quality factor of a
resistive�capacitive load were constructed. The quality of
the output current of such self�commutated inverter
depends not only on the number of sections in the circular
winding, but also on the load quality factor. As the RC load
quality factor increases from 1.0 to 10.0, the harmonic
distortion coefficient of the current increases by a factor of
5—7 with both even and odd number of the pairs of power
switches. With a low load quality factor (0.1 or less), the
overvoltage arising across the capacitor bank in the case of
its switching at an inappropriate moment may exceed the
nominal voltage by 70% or more.
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ческие зависимости выходного фазного напряже�
ния АИ в функции числа пар СКЛ, а через фазные
напряжения определить характер изменения ли�
нейных напряжений.

Так как СК обладает комбинированной симмет�
рией первого и третьего рода (рис. 2), то ее разло�
жение в ряд Фурье будет содержать только нечет�
ные синусоидальные гармонические составляю�
щие:
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где U m – амплитудное, или максимальное, значе�
ние ЭС; w= 2pf – циклическая частота ЭС;
k= 1 3 5, , ,... – нечетные числа натурального ряда.

В [8] показано, что при нечетном числе пар
СКЛ происходит улучшение качества выходного
напряжения АИ (приблизительно в 2 раза). Так
при трех парах СКЛ в составе коммутатора АИ с
ТВМП достигается такое же качество выходного
напряжения АИ, как и при шести парах; при пяти
парах СКЛ качество выходного напряжения такое
же, как и при десяти парах СКЛ, и т.д.

Для упрощения гармонического анализа при�
мем, что ЭС, по отношению к которой формирует�
ся СК, имеет единичную амплитуду U m = 1, тогда в
общем случае коэффициенты ряда Фурье будут оп�
ределяться как
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где q w= t; f (q) – функция, описывающая СК на
первом полупериоде ЭС.

Согласно свойству аддитивности определенного
интеграла от сложной функции f (q) [9] интеграл
(2) можно разбить на N / 2 определенных интегра�
лов от простых функций, описывающих каждую из
ступеней СК в отдельности. Поскольку значение
высоты каждой ступени постоянно (ступень парал�
лельна оси абсцисс), то, следовательно, описываю�
щие их функции не будут зависеть от переменной
интегрирования q, поэтому основной их параметр
– высоту, или ординату, – можно вынести за знак
интеграла.

Для СК, равномерно наложенной на ЭС (рис.
2), шаг квантования по оси абсцисс составляет
Dq p= 2 / N. При этом коэффициенты ряда bk вы�
числяются согласно (2). Особенность аналитиче�
ского описания СК, равномерно наложенной на
ЭС, состоит в наличии общей формулы для любого
четного (3) либо нечетного (4) числа N, что связано
с возможностью однозначного определения значе�
ния ординат всех ступеней на всем полупериоде
ЭС в зависимости от времени.

Для всех четных чисел пар СКЛ (4, 6, 8, 10, ...):
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Для всех нечетных чисел пар СКЛ (3, 5, 7, 9, ...):
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После определения коэффициентов ряда Фурье
по формулам (3), (4) коэффициент гармоник по
напряжению можно вычислить следующим обра�
зом:
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Ниже приведены результаты расчета коэффици�
ентов гармоник выходного напряжения АИ с
ТВМП, а на рис. 3 – графические зависимости
K Uг в функции числа пар СКЛ K f NUг = ( ) для
четного и нечетного числа секций КО, которое
численно равно числу пар СКЛ (N):
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Рис. 1. Схема АИ с ТВМП на девять секций круговой обмотки
или на девять пар СКЛ



N 3 4 5 6 7 8 9 10

K Uг , % 31,06 48,32 18,29 31,06 12,99 23,00 10,08 18,29

N 11 12 13 14 15 16 17 18

K Uг , % 8,23 15,19 6,96 12,99 6,02 11,35 5,31 10,08

N 19 29 21 22 23 – – –

K Uг , % 4,75 9,06 4,29 8,23 3,92 – – –

Из данных расчета следует, что показатели ка�
чества выходного напряжения АИ с ТВМП с тремя
парами силовых ключей, который эквивалентен
классическому трехфазному мостовому АИ, по�
строенному на базе ТПМП, более чем в 3 раза
хуже, чем требуется ГОСТ 13109–97 и российским
морским регистром судоходства.

Найдем аналитическую зависимость формы
кривой тока на выходе АИ с ТВМП от числа сек�
ций КО и постоянной времени t активно�емкост�
ной RC�нагрузки переменного тока (рис. 1). Пред�
положим, что в начальный момент времени ( )t= 0
энергии в электрическом поле конденсаторной ба�
тареи нет, тогда в цепи при замыкании ключа под
воздействием ступенчатой кривой напряжения u t( )
(рис. 2) возникает переходный процесс при нуле�
вых начальных условиях.

При воздействии ступенчатой кривой напряже�
ния u t( ) на RС�цепь ее состояние согласно второму
закону Кирхгофа можно описать следующим урав�
нением:

u t u t u tR C( ) ( ) ( )= + , (6)

где u t( ) – несинусоидальное ступенчатое выходное
напряжение АИ с ТВМП (1); u t Ri tR ( ) ( )= и u tC ( ) –

мгновенные падения напряжений на активном и
емкостном сопротивлении соответственно, причем
i t i t i tR C( ) ( ) ( )= = из�за последовательного соедине�
ния (рис. 1), тогда с учетом i t C du t dtC C( ) [ ( ) / ]=
уравнение (6) преобразуется к линейному неодно�
родному дифференциальному уравнению (ЛНДУ)
первого порядка:

u t RC
d

dt
u t u tC C( ) ( ) ( )= + . (7)

Решение ЛНДУ (7) в общем случае имеет вид:

u t u t u tC C( ) ( ) ( )= +пр св .

Свободную составляющую u tCсв ( ) определим из
решения линейного однородного дифференциаль�
ного уравнения (ЛОДУ), получаемого из (7):

RC
d

dt
u t u tC k C kсв св( ) ( )+ = 0. (8)

Характеристическое уравнение для (8) имеет
вид

RCl + =1 0, (9)

откуда корень уравнения (9)

l = - ( / )1 RC , (10)

тогда фундаментальная система решений уравне�
ния (8) содержит всего одну функцию�решение:

f t t RC t1 1 1( ) exp( ) exp( ( / ) ) exp( / )= = - = -l t , (11)

где t = RC – постоянная времени RС�цепи.
Общее решение ЛОДУ (8) для k�й гармоники

состоит из линейной комбинации функций�реше�
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Рис. 2. Ступенчатая кривая, равномерно наложенная на ЭС, при 9 (или при 18) парах СКЛ



ний (11), входящих в фундаментальную систему
решений:

u t M tC k kсв ( ) exp( / )= - t , (12)

где M k – постоянная для k�й гармоники напряже�
ния, определяемая ниже из условия
u u uCk C k C k( ) ( ) ( )0 0 0 0= + =св пр , чем учитывается за�
прет скачка напряжения в емкостном элементе в
момент коммутации.

Левая часть ЛНДУ (7) состоит из суммы гармо�
ник (1), имеющих в полной форме вид так назы�
ваемых квазиполиномов [9], что значительно упро�
щает поиск принужденной составляющей, так как
решение ЛНДУ при произвольном виде левой час�
ти методом вариации произвольных постоянных
Лагранжа достаточно сложно.

Общий вид квазиполинома при неопре�
делённых параметрах представим как [9]

exp( ) ( )sin( ) ( )cos( ))a bw bwt P t t Q t tR M+ . (13)

Чтобы привести (13) к виду правой части урав�
нения (1), когда в кривой напряжения содержится
только одна гармоника, необходимо чтобы коэф�
фициенты a и b принимали следующие значения:
a= 0, b= k. Тогда выражение (13) преобразуется к
виду

P t k t Q t k tR M( )sin( ) ( )cos( )w w+ . (14)

Полином P tR ( ) при синусной составляющей в
выражении (14) согласно (1) имеет нулевую сте�
пень P t bR k( )= ; R= 0. Полином Q tM ( ) при косинус�
ной составляющей равен нулю. Следовательно,
принужденную составляющую напряжения для од�
ной k�й гармоники необходимо искать в виде

u t P t k t Q t k tC k W Wпр ( ) ( )sin( ) ( )cos( )= +w w , (15)

где W R M= max{ ; }; P tW ( ), Q tW ( ) – полиномы с не�
определенными коэффициентами; поскольку поли�
номы P tR ( ) и Q tM ( ) имеют нулевую степень, то
W = 0. В этом случае полиномы с неопределенными
коэффициентами P tR ( ) и Q tM ( ) представляют собой
постоянные величины: P t AW ( )= ; Q t BW ( )= ; в ре�
зультате выражение (15) преобразуется к виду

u t A k t B k tC kпр ( ) sin( ) cos( )= +w w . (16)

Подставляя правую часть уравнения (16) в (7)
вместо u tC ( ), опуская амплитудное значение ЭС
как постоянный множитель перед функциональ�
ным рядом [9] и учитывая только одну k�ю гармо�
нику, получаем:

RC
d

dt
A k t B k t A k t B k t( sin( ) cos( )) ( sin( ) cos( ))w w w w+ + + =

= b k tk sin( )w . (17)

Дифференцируя по времени (17) и группируя
подобные слагаемые, имеем:

( sin( ) ( cos( )A BRCk k t ARCk B k t- + + =w) w w ) w

= b k tk sin( )w . (18)

Сопоставляя левую и правую части уравнения
(18), получаем систему линейных уравнений, со�
стоящую из двух тождеств:
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+
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;

.
(19)

Решая систему уравнений (19), находим посто�
янные коэффициенты А и В:
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(20)

Подставляя значения коэффициентов А и В в
(16), определяем принужденную составляющую на�
пряжения на конденсаторной батарее для k�й гар�
моники:
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k R C
k tC k

k
пр ( ) sin( )=

+
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1 2 2 2 2w
w
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+

b k RC

k R C
k tk w

w
w

1 2 2 2 2
cos( ). (21)

Сумма свободной (12) и принужденной (21) со�
ставляющих для k�й гармоники имеет вид

u t M
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t
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k R C
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Рис. 3. Зависимость коэффициента гармоник по напряжению
от числа секций КО
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Постоянная величина M k определяется исходя
из условия:

u u u M
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следовательно,
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Преобразуя (21) в соответствии с тригонометри�
ческим соотношением [9]

A x B x A B x B Asin( ) cos( ) sin( ( / ))+ = + +2 2 arctg (24)

и учитывая, что t = RC, получаем:
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k
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Конечное выражение для мгновенного напря�
жения на конденсаторной батарее получим путём
суммирования (12) и (25) для всех гармоник:
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здесь амплитуда ЭС U m добавляется как постоян�
ный множитель перед всем функциональным ря�
дом [9].

Применяя к (26) почленное дифференцирова�
ние, можно осуществить следующие преобразова�
ния [9]:
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Дифференцируя (26) по времени согласно (27)
и учитывая, что i t C du t dtC( ) [ ( ) / ]= , получаем анали�
тическое выражение для мгновенного значения
тока в RC�цепи с учетом переходного процесса,
связанного с подключением нагрузки:
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В том случае, если переходный процесс не
представляет интереса и важно лишь оценить фор�
му кривой тока в установившемся режиме, выра�
жение (28) упрощается:
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)´ -cos( ( ))k t kw wtarctg , (29)

где значения bk вычисляются согласно (3) и (4) для
интересующего числа пар СКЛ N.

Вводя новую переменную величину, характери�
зующую коэффициенты функционального ряда для
тока при RC�нагрузке,

f
b k

k
k

k=
+1 2 2 2w t

, (30)

определяем коэффициент гармоник по току:

K

f

fI

k
k

г = =

¥
å 2

2

1
. (31)

Число
пар СКЛ

N

Значение коэффициента гармоник по току K Iг
при добротностях QC (и постоянных t , мс)

RC�нагрузки, равных

0,1(31,83) 0,5(6,37) 1,0(3,18) 5,0(0,64) 10,0(0,32)

3 31,21 34,63 43,45 131,64 206,68

4 48,54 53,60 66,34 175,43 262,82

5 18,38 20,43 25,78 86,43 147,39

6 31,21 34,63 43,45 131,64 206,68

7 13,06 14,52 18,34 63,63 114,26

8 23,11 25,68 32,34 104,67 171,93

9 10,13 11,27 14,24 50,13 92,78

10 18,38 20,43 25,78 86,43 147,39

11 8,27 9,20 11,64 41,28 77,80

12 15,27 16,97 21,43 73,38 128,85

13 6,99 7,78 9,84 35,06 66,82

14 13,06 14,52 18,34 63,63 114,26

15 6,05 6,74 8,52 30,44 58,48

16 11,41 12,69 16,03 56,10 102,48

17 5,34 5,94 7,51 26,89 51,93

18 10,13 11,27 14,24 50,13 92,78

19 4,77 5,31 6,71 24,08 46,67

20 9,11 10,13 12,81 45,29 84,67

21 4,31 4,80 6,07 21,79 42,36

22 8,27 9,20 11,64 41,28 77,80

23 3,94 4,38 5,54 19,90 38,77

24 7,58 8,43 10,66 37,92 71,91

25 3,62 4,03 5,09 18,30 35,73
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С помощью программного продукта MathCAD
по зависимости (29) были рассчитаны и построены
кривые тока в установившемся режиме для некото�
рого произвольно выбранного числа пар СКЛ, на�
пример N = 3 6( ) и N = 9 18( ), при трех, существенно
отличающихся значениях добротности RС�нагрузки
(рис. 4,а и б). Здесь под добротностью RС�цепи по�
нимается следующее соотношение:
Q X R RCC C= =( ) / / ( )1 1 1w .

С помощью программного продукта MathCAD
по зависимостям (30) и (31) вычислены и в таблице
приведены зависимости значений коэффициента
гармоник по току (в процентах) от числа пар СКЛ
и добротности RС�цепи.

По численным данным таблицы построены гра�
фические зависимости коэффициента гармоник по
току для добротностей RС�цепи, равных QC1

01= , ,
QC2

5= , QC3
10= от числа секций в составе КО, или

числа пар СКЛ в случае четного (рис. 5,а) и нечет�
ного (рис. 5,б) их количества.

В соответствии с (26) и (28) для трех (или шес�
ти) на рис. 6,а и б и для девяти (или 18) на рис. 6,в
и г пар СКЛ (секций КО) в программной среде
MathCAD были построены графики переходных
процессов для выходного напряжения на конденса�
торной батарее RС�цепи и выходного тока АИ с
ТВМП в пусковом режиме АИ для существенно от�
личающихся добротностей: QC1

01= , , QC2
10= , .

Анализ временных диаграмм на рис. 6 показы�
вает, что при добротности QC1

01= , переходный
процесс завершается всего лишь за три периода,
причем в случае «неудачного включения», когда
кривая выходного напряжения проходит через нуль
(рис. 2), перенапряжение на конденсаторной бата�
рее может составить 70% и более (рис. 6,а и в),
вместе с тем импульс тока включения будет отсут�
ствовать.

При высокой добротности QC2
10= , и более пе�

реходный процесс завершается в течение десятых
долей периода и перенапряжение на конденсатор�
ной батарее составляет не более 3%, однако при
этом кривая выходного тока АИ сильно искажается
(рис. 4 и 6). Длительность переходного процесса
при этом оказывается прямо пропорциональна
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Рис. 4. Напряжение эталонной синусоиды u tэс( ), ступен�

чатой кривой u tск ( ) и выходного тока i t( ) АИ при различ�
ных значениях добротности нагрузки QC в случае: а –
3(6) пар СКЛ; б – 9(18)

Рис. 5. График K Iг , %, при равномерно наложенной СК на ЭС для случая: а – четного и б – нечетного числа пар СКЛ

Четное N

0
3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 N

КгI, %

40

80

120

160

200

240

QC1=0,1

QC2=5

QC3=10

а)

Нечетное N

0
3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 N

КгI, %

40

80

120

160

200

QC3=10

QC2=5

QC1=0,1

б)



ёмкости конденсаторной батареи, т.е. обратно про�
порциональна добротности RC�нагрузки.

Таким образом, сопоставляя показатели качест�
ва выходного напряжения и тока АИ с ТВМП с
тремя парами силовых ключей, который эквива�
лентен классическому трехфазному мостовому АИ,
построенному на базе трансформатора с пульси�
рующими полями [10], с показателями качества
выходного напряжения и тока АИ с ТВМП с боль�
шим числом секций (или пар силовых ключей),
можно заключить, что классический АИ, построен�
ный по трехфазной мостовой схеме, без примене�
ния выходных фильтров не может обеспечить каче�
ство выходного напряжения, удовлетворяющее тре�
бованиям ГОСТ 13109–97 и российского морского
регистра судоходства.
Выводы. 1. Анализ значений коэффициента

K Uг АИ с ТВМП показал, что качество выходного
напряжения АИ с ТВМП с тремя парами силовых
ключей, который эквивалентен классическому
трехфазному мостовому АИ, построенному на базе
ТПМП, более чем в 3 раза хуже значения, требуе�
мого ГОСТ 13109–97 и российским морским реги�
стром судоходства.

2. Качество выходного напряжения АИ с
ТВМП, удовлетворяющее требованиям ГОСТ
13109–97 и российского морского регистра судо�
ходства, может быть обеспечено при девяти секци�
ях круговой обмотки или девяти парах силовых
ключей для ступенчатой кривой напряжения, рав�
номерно наложенной на эталонную синусоиду, что
на 7 пар ключей меньше, чем при четном числе
пар СКЛ.

3. Качество выходного тока АИ с ТВМП суще�
ственно зависит не только от числа секций КО
(или числа пар СКЛ), но и от добротности RC�на�
грузки. При увеличении добротности в 10 раз (от
1,0 до 10,0) значение K Iг увеличивается в 5–7 раз
как при четном, так и при нечетном числе пар
СКЛ.

4. С ростом числа секций КО (или числа пар
СКЛ) значение K Iг уменьшается по закону, близ�
кому к экспоненциальному.

5. С ростом добротности RС�нагрузки искаже�
ние формы кривой тока возрастает, поэтому для
улучшения качества выходного тока АИ необходи�
мо использовать пассивные и/или активные фильт�
ры переменного тока.
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Рис. 6. Временные диаграммы тока и напряжения при включении на АИ с ТВМП RC�нагрузку (… – i(t); ������� – u tC( )); a – N=3(6),

QC1
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6. При добротности RС�нагрузки QC1
01= , в слу�

чае неудачного включения перенапряжение на
конденсаторной батарее может составить 70% и бо�
лее, что необходимо учитывать при проектирова�
нии АИ как с ТПМП, так и с ТВМП.
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