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Мгновенная мощность является физической ве�
личиной, в которой содержится полная информа�
ция о всех составляющих – активной и пассивных
– энергетического процесса, протекающего между
источником и потребителем (пассивным двухпо�
люсником) электроэнергии. Это фундаментальное
свойство используется в энергопотоковых методах
определения составляющих энергетического про�
цесса, основанных на интегрировании мгновенной
мощности на интервалах знакопостоянства [1]. Од�
нако для этого предварительно требуется опреде�
лить пределы интегрирования, что является в об�
щем случае достаточно сложной задачей.

Избежать указанной трудности можно исполь�
зуя математический аппарат тригонометрических
рядов Фурье. Процедура интегрирования мгновен�
ной мощности в этом случае сохраняется, посколь�
ку используется для определения коэффициентов

Фурье. Но пределы интегрирования известны и оп�
ределяются периодом изменения мгновенной мощ�
ности. В связи с этим гармонический анализ мгно�
венной мощности пассивного двухполюсника как
инструмент оценки эффективности энергетическо�
го процесса заслуживает внимания.

Тем не менее в литературе такой подход прак�
тически не нашел отражения. Можно, например,
отметить публикацию [2], в которой для оценки
уровня гармоник и соответственно пульсаций
мгновенной мощности вводится «коэффициент не�
изменности мощности». Величина последнего оп�
ределена как отношение среднего и среднеквадра�
тичного значений мгновенной мощности, т.е. как
величина, обратная коэффициенту формы, кото�
рый является общепринятой характеристикой лю�
бого периодического процесса. Поэтому введение
нового термина вряд ли оправдано.

54 Гармонический анализ мгновенной мощности пассивного двухполюсника «ЭЛЕКТРИЧЕСТВО» № 3/2013

Методом гармонического анализа обосновано раз�
ложение мгновенной мощности пассивного двухпо�
люсника на две ортогональные составляющие, одна
из которых обладает четной симметрией и определя�
ет необратимое потребление электроэнергии, а другая
обладает нечетной симметрией и определяет пассив�
ную часть энергетического процесса. Предложено оце�
нивать эффективность энергетического процесса с
помощью коэффициентов, учитывающих свойства
симметрии ортогональных составляющих. Приведены
примеры гармонического анализа мгновенной мощно�
сти линейного и нелинейного двухполюсников.

К л ю ч е в ы е с л о в а : пассивный двухполюс�
ник, гармоники мгновенной мощности, ортогональные
составляющие, четная симметрия, нечетная сим�
метрия

A harmonic analysis method is applied for
substantiating decomposition of the instantaneous power of
a passive two�pole network into two orthogonal
components. One of these components has an even
symmetry and determines irreversible consumption of
electric energy, and the other one has an odd symmetry
and determines the passive part of the energy process. It is
proposed to estimate the energy process effectiveness using
coefficients that take into account the symmetry properties
of orthogonal components. Examples of harmonic analysis
of the instantaneous power of linear and nonlinear
two�pole networks are given.

K e y w o r d s : passive two�pole network,
instantaneous power harmonic components, orthogonal
components, even symmetry, odd symmetry, compensation
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В данной статье методом гармонического ана�
лиза мгновенной мощности решаются задачи оцен�
ки как эффективности энергопотребления пассив�
ным двухполюсником, так и возможной степени
компенсации пассивных составляющих энергети�
ческого процесса. Актуальность указанных задач в
условиях постоянного увеличения доли нелиней�
ных потребителей только возрастает.

Декомпозиция мгновенной мощности на орто�
гональные составляющие. Для проведения гармо�
нического анализа достаточно чтобы функция
мгновенной мощности была кусочно�гладкой на
отрезке [0,Tp ], т. е. либо непрерывной, если обла�
дает непрерывной производной, либо разрывной,
но с конечным числом разрывов первого рода
(здесь Tp – период изменения мгновенной мощно�
сти). Указанное допущение не ограничивает общ�
ности проводимого анализа и позволяет предста�
вить функцию мгновенной мощности тригономет�
рическим рядом Фурье:
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где u t( ), i t( ) – мгновенные значения напряжения и
тока пассивного двухполюсника; w pp pT= 2 / –
круговая частота основной гармоники мгновенной
мощности; k= 0 1 2, , ,... – номер гармоники мгновен�
ной мощности; PK c( ) , PK s( ) – амплитуды косинус�
ных и синусных составляющих k�й гармоники
мгновенной мощности, определяемые интеграль�
ными выражениями:
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Выражение (1) является декомпозицией функ�
ции p t( ) на две составляющие:
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а другая – нечетную часть p ts ( ) мгновенной мощ�
ности:
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Отметим, что четная p tc ( ) и нечетная p ts ( ) со�
ставляющие мгновенной мощности ортогональны

на интервале [0,Tp ]. Четная составляющая p tc ( )
симметрична относительно оси ординат и опреде�
ляет значение активной мощности:
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а также уровень пульсаций мгновенной мощности
относительно среднего значения P. С учетом (6)
четная составляющая p tc ( ) функции мгновенной
мощности записывается в более удобном виде:
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Гармонические ряды вида (4), (7) обладают
свойством знакопостоянства и принимают на ин�
тервале [0,Tp ] только положительные значения при
условии монотонного убывания косинусных со�
ставляющих PK c( ) гармоник мгновенной мощности
при k ® ¥ [3]. Таким свойством обладают все фи�
зически реализуемые кусочно�гладкие функции.
Поэтому четная составляющая p tc ( ) мгновенной
мощности характеризует процесс необратимого по�
требления электрической энергии пассивным двух�
полюсником. Пульсации мгновенной мощности
относительно среднего значения P, а следовательно
и неравномерность необратимого потребления, оп�
ределяются косинусными составляющими PK c( )
гармоник мгновенной мощности.

Нечетная составляющая p ts ( ) симметрична от�
носительно начала координат, не имеет постоян�
ной составляющей и характеризует уровень колеба�
ний мгновенной мощности относительно нулевого
значения. При p ts ( ) ³ 0 скорость поступления энер�
гии в пассивный двухполюсник возрастает, по�
скольку p tc ( ) и p ts ( ) имеют одинаковые знаки, а
при p ts ( )< 0 напротив уменьшается. Если при этом
p t p ts c( ) ( )> , то знак мгновенной мощности стано�

вится отрицательным. В этом случае нечетная со�
ставляющая p ts ( ) характеризует полигармониче�
ский обменный процесс между источником элек�
троэнергии и пассивным двухполюсником, интен�
сивность которого на различных частотах опреде�
ляется амплитудой синусных составляющих PK c( )
гармоник мгновенной мощности.

Взаимосвязь гармоник мгновенной мощности, на#
пряжения и тока. Определение составляющих энер�
гетического процесса при несинусоидальных режи�
мах предполагает проведение процедуры ортогона�
лизации напряжения и тока. В качестве одной из
ортогональных составляющих может рассматри�
ваться основная гармоника, а в качестве другой –
вся совокупность высших гармоник напряжения и
тока пассивного двухполюсника [4]. Такая проце�
дура ортогонализации не затрагивает отдельные
гармоники и поэтому недостаточна для установле�
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ния взаимосвязи с гармониками мгновенной мощ�
ности. Требуется более глубокая ортогонализация,
которой соответствует представление напряжения
и тока пассивного двухполюсника тригонометриче�
скими рядами вида (1) и соответственно двумя со�
ставляющими – четной и нечетной:
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где w p= ( / )2 T , T – круговая частота и период по�
вторения основной гармоники напряжения (тока)
соответственно; n, l – порядковый номер гармоник
напряжения и тока соответственно; Un c( ) , Un s( ) –
амплитуды косинусных и синусных составляющих
n�й гармоники напряжения; Il c( ) , Il s( ) – амплиту�
ды косинусных и синусных составляющих l�й гар�
моники тока; u tc ( ), u ts ( ) – четная и нечетная со�
ставляющие напряжения пассивного двухполюсни�
ка; i tc ( ), i ts ( ) – четная и нечетная составляющие
тока пассивного двухполюсника.

С учетом (8), (9) левая часть выражения (1) для
определения мгновенной мощности примет вид
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(10)
Известно, что произведение двух четных или

двух нечетных функций есть функция четная, а
произведение четной и нечетной функций есть
функция нечетная. Поэтому выражение (10) позво�
ляет определить четную и нечетную составляющие
мгновенной мощности через аналогичные состав�
ляющие напряжения и тока:

p t u t i t u t i tc c c s s( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + ; (11)

p t u t i t u t i ts c s s c( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + . (12)

Как видно из (11), (12), четная составляющая
p tc ( ) мгновенной мощности определяется произве�
дением синфазных составляющих напряжения и
тока, а нечетная составляющая p ts ( ) – произведе�
нием ортогональных составляющих напряжения и
тока пассивного двухполюсника.

Совместное решение (8), (9) и (11) позволяет
выразить четную часть мгновенной мощности че�
рез синусные и косинусные составляющие гармо�
ник напряжения и тока:
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где знак минус в квадратных скобках соответствует

комбинационным гармоникам порядка ( )n l+ , а

знак плюс – комбинационным гармоникам поряд�

ка ( )n l- .

Постоянная составляющая выражения (13), как

видно из сравнения с (7), определяет величину ак�

тивной мощности пассивного двухполюсника:
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где U U Un n c n s= +( ) ( )
2 2 , I I In n c n s= +( ) ( )
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туды одноименных гармоник n�го порядка напря�
жения и тока пассивного двухполюсника;
j y yn u n i n= -( ) ( ) – фазовый сдвиг n�й гармоники
тока относительно n�й гармоники напряжения;
y u n n c nU U( ) ( )arccos( / )= , y i n n c nI I( ) ( )arccos( / )= .

Косинусные составляющие PK c( ) гармоник k�го
порядка мгновенной мощности определяются соот�
ношением
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Как видно, каждая из косинусных составляю�

щих PK c( ) гармоник мгновенной мощности как ка�
нонических порядков k n= 2 , так и комбинацион�
ных k n l= ± образована произведением синфазных
составляющих гармоник напряжения и тока. Та�
ким образом, соотношение (15) подтверждает ак�
тивный характер косинусных составляющих PK c( )
гармоник мгновенной мощности.

Нечетная составляющая мгновенной мощности
находится совместным решением (8), (9) и (12):
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где знак плюс в квадратных скобках соответствует
комбинационным гармоникам порядка ( )n l+ , знак
минус – комбинационным гармоникам порядка
( )n l- .
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Определение синусных составляющих PK s( )
гармоник мгновенной мощности осуществляется
путем сравнения выражения (16) с декомпозицией

(5):
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Как видно, каждая из синусных составляющих

гармоник мгновенной мощности как канонических
порядков k n= 2 , так и комбинационных порядков
k n l= ± образована произведением ортогональных
составляющих гармоник напряжения и тока. Та�
ким образом, соотношение (17) подтверждает пас�
сивный характер синусных составляющих PK s( )
гармоник мгновенной мощности.

Коэффициенты эффективности мгновенной мощ#
ности. Наряду с активной мощностью в качестве
дополнительной интегральной характеристики за�
служивает внимания эффективное значение мгно�
венной мощности
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которое определяется по гармоническим состав�
ляющим (2), (6) с помощью теоремы Парсеваля:
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четной составляющей мгновенной мощности;

P PS K s
k

=
=

¥
å1

2
2

1
( ) – эффективное значение нечет�

ной составляющей мгновенной мощности.
Эффективное значение четной составляющей

PC характеризует неравномерность необратимого
потребления электроэнергии пассивным двухпо�
люсником, уровень пульсаций которого характери�
зуется коэффициентом четности
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Эффективное значение нечетной составляющей
PS служит количественной характеристикой пас�
сивной части полигармонического энергетического
процесса, интенсивность которого на отдельных
частотах определяется синусными составляющими
PK s( ) гармоник мгновенной мощности. Относи�
тельный уровень пассивной части энергетического

процесса характеризуется коэффициентом нечет�
ности

K
P

P

P

P
S

K s
k

н = = =

¥
å

2

2

1
( )

, (21)

значение которого может изменяться в диапазоне
[ , ]0 ¥ .

При Kн = 0 кривая мгновенной мощности обла�
дает четной симметрией, а энергетический процесс
является полностью активным. При Kн ® ¥ доля
пассивных составляющих в энергетическом про�
цессе увеличивается. В предельном случае, когда
P= 0 и PK c( ) = 0, коэффициент нечетности Kн = ¥ ,
кривая мгновенной мощности приобретает нечет�
ную симметрию ( )K = 0 , а энергетический процесс
становится полностью пассивным.

Равенство (19) и выражения (20), (21) позволя�
ют ввести и более универсальную характеристику
эффективности энергетического процесса, осно�
ванную на учете свойств симметрии ортогональных
составляющих мгновенной мощности, в виде обоб�
щенного коэффициента симметрии
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=
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1
. (22)

Этот коэффициент изменяется от максимально�
го значения Ko.c = 1 при активном характере энер�
гетического процесса, когда PK s( ) = 0 и функция
мгновенной мощности обладает четной симметри�
ей, до минимального значения Ko.c = 0 при пассив�
ном характере энергетического процесса, когда
P= 0, PK c( ) = 0 и функция мгновенной мощности
обладает нечетной симметрией. Уменьшение коэф�
фициента симметрии Ko.c сопровождается такой
деформацией кривой мгновенной мощности, в ре�
зультате которой изменяется вид симметрии. Утра�
чивается четная симметрия за счет уменьшения
вплоть до равенства нулю значений косинусных
составляющих PK c( ) гармоник мгновенной мощно�
сти, но возникает нечетная симметрия за счет уве�
личения синусных составляющих PK s( ) гармоник
мгновенной мощности.

Компенсируемая часть мгновенной мощности.
Предварительно следует отметить, что функция
мгновенной мощности пассивного двухполюсника
в случае только необратимого поглощения элек�
троэнергии условно считается эталонной – для
удобства дальнейшего анализа. Тогда при синусои�
дальном напряжении «эталонную» форму мгновен�
ной мощности описывает выражение

p t P tpэт ( ) ( cos )= -1 w , (23)

а при несинусоидальном напряжении – выражение
(7), которое с учетом (23) принимает вид
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¢ = +
=

¥
åp t p t P k tK c p
k

эт эт( ) ( ) cos( ) w
2

. (24)

Выражение (24) позволяет заключить, что «эта�
лонная» форма в общем случае определяется чет�
ной частью p tc( ) ( ) мгновенной мощности, т.е.

¢ =p t p tcэт ( ) ( ). Тогда разложение (1) можно записать
в виде

p t p t p ts( ) ( ) ( )= ¢ +эт , (25)

показывающeм, что компенсация пассивных со�
ставляющих энергетического процесса возможна
путем исключения синусных составляющих PK s( )
гармоник мгновенной мощности.

Условием полной компенсации пассивных состав�
ляющих мгновенной мощности служит равенство

p t p t( ) ( )= эт , (26)

которое выполняется только в том случае, если
PK s( ) = 0 для всех k ³ 1, а PK c( ) = 0 для всех k ³ 2. При
выполнении условия (26) показатели эффективно�
сти энергетического процесса принимают значе�
ния: K = 1, Kн = 0, Ko.c = 1.

Более «мягким» является условие частичной
компенсации пассивных составляющих мгновен�
ной мощности, для выполнения которого достаточ�
но обеспечить только PK s( ) = 0 при всех k ³ 1:

p t p t( ) ( )= ¢эт . (27)

При выполнении этого условия коэффициент
нечетности Kн = 0, но коэффициент четности ¢K ,
как видно из (20), имеет повышенное значение
( )¢>K K , т.е. процесс необратимого потребления
электрической энергии характеризуется повышен�
ным уровнем пульсаций.

Полученные теоретические результаты иллюст�
рируются примерами гармонического анализа
мгновенной мощности линейного и нелинейного
двухполюсников, имеющих широкое практическое
применение.

Пример 1. Выражение для мгновенной мощно�
сти линейного двухполюсника при синусоидальных
напряжении u t U t( ) sin= 2 w и токе

i t I t( ) sin( )= ±2 w j можно записать в форме

p t P P t P tC p S p( ) cos sin( ) ( )= + +1 1w w ,

соответствующей разложению (1), в котором значе�
ния

P UI= cos j ; P UIC1( ) cos= - j ; P UIS1( ) sin= ± j

определены из (14), (15) и (17) соответственно,
причем w wp = 2 .

Как видно, четная составляющая мгновенной
мощности линейного двухполюсника

p t P P t P tc C p p( ) cos ( cos )( )= + = -1 1w w

всегда положительна, имеет среднее значение, рав�
ное активной мощности Р, и «эталонную» форму
согласно (23).

Нечетная составляющая мгновенной мощности
линейного двухполюсника

p t UI t Q ts p p( ) ( sin )sin sin= ± =j w w

есть знакопеременная функция со средним значе�
нием, равным нулю, амплитуда которой Q является
реактивной мощностью пассивного двухполюсни�
ка. Эффективное значение нечетной составляющей
мгновенной мощности согласно (19) равно

P QS = / 2 и определяет с точностью до постоян�

ного множителя реактивную мощность пассивного
двухполюсника.

Коэффициенты эффективности мгновенной
мощности, определяемые по (21)–(23), принимают
значения:

K = 1; K
P

P

S
н tg= =

1
2
( )

j ;

K
P

P PC S

o.c =
+

=

1
2

1
2

( ) ( )

cos j .

Как видно, коэффициент нечетности Kн и
обобщенный коэффициент симметрии Ko.c совпа�
дают соответственно с коэффициентом реактивной
мощности (tgj ) и коэффициентом мощности (cos )j .
Коэффициент четности K не зависит от парамет�
ров пассивного двухполюсника и сохраняет неиз�
менное значение K = 1, поскольку P C1( ) и P отлича�
ются только знаками.

Пример 2. Однофазный мостовой управляемый
выпрямитель питает от источника синусоидального
напряжения u t U tm( ) sin= w активно�индуктивную
нагрузку идеально сглаженным выпрямленным то�
ком I d = const. При мгновенной коммутации вен�
тилей от источника синусоидального напряжения
потребляется ток, кривая которого имеет форму
меандра и описывается уравнением

i t I td( ) [sin( )]= -sign w a ,

где a- угол включения вентилей выпрямителя.
Необходимо добавить, что действующее значе�

ние потребляемого тока равно выпрямленному
току I d , а действующее значение основной гармо�
ники потребляемого тока составляет
I I d( ) /1 4 2= p. Фазовый сдвиг основной гармони�

ки потребляемого тока относительно синусоидаль�
ного питающего напряжения равен углу включения
a вентилей мостового выпрямителя [5].

Однофазный мостовой выпрямитель является
нелинейным пассивным двухполюсником, мгно�
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венная мощность которого изменяется с частотой
w wp = 2 и определяется выражением

p t U I t tm d( ) sin [sin( )]= × - =w w asign

=
< < +

- + < £ +

ìP t t

P t t
m

m

sin ( );

sin ( ) ( ),

w a w p a
w p a w p a

при

при 2
í
î

где P U Im m d= – амплитудное значение мгновен�
ной мощности.

По формулам (2), (3), (6) определяются ампли�
тудные значения косинусных и синусных состав�
ляющих k�й гармоники мгновенной мощности и
активная мощность:

P
P

k
K c

m
( )

( )
cos= -

-

4

4 12p
a;

P
k

k
PK s m( ) sin=

-

2 4

4 12p
a; P Pm=

2

p
acos .

Тогда согласно (4), (5) четная и нечетная со�
ставляющие мгновенной мощности будут опреде�
ляться как

p t P
k t

k
c

p

k
( )

cos
= -

-

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú=

¥
å1 2

4 12
1

w
;

p t P
k

k ts m
k

p( ) sin sin=
-=

¥
å8 1

4 12
1p

a w .

Четная составляющая мгновенной мощности
всегда положительна, поскольку максимальное
значение суммы в выражении для p tc ( ) составляет

( ) ,4 1 0 52 1

1
k

k
- =-

=

¥
å [6].

Интенсивность пассивной части энергетическо�
го процесса определяет эффективное значение PS
нечетной составляющей мгновенной мощности:

P P PS K s
k

m= = =
=

¥
å1

2

1

2
22

1
( ) cos ( / ) sinec p a

=
1

2
Pm sin a.

Полученное значение PS интересно сравнить с тра�
диционно определяемым значением реактивной мощ�
ности, потребляемой управляемым выпрямителем [5]:

Q
U

I Pm
m= =

2

2
1( ) sin sina

p
a.

Как видно,

P Q QS = »
p

2 2
111, ,

а некоторое превышение объясняется тем, что PS в
отличие от Q учитывает все частотные составляю�
щие пассивной части полигармонического энерге�
тического процесса.

При a= 0 активная мощность нелинейного
двухполюсника максимальна: P Pm= ( / )2 p . Синус�
ные составляющие гармоник мгновенной мощно�
сти PK s( ) = 0, поэтому Kн = 0 и p ts ( )= 0, а мгновен�
ная мощность характеризуется четной симметрией
p t p tc( ) ( )= и всегда положительна.

При a p= / 2 активная мощность P= 0 и коси�
нусные составляющие гармоник мгновенной мощ�
ности PK c( ) = 0. В этом случае Kн = ¥ и мгновенная
мощность характеризуется нечетной симметрией,
поскольку p t p ts( ) ( )= , а эффективное значение не�
четной составляющей мгновенной мощности дос�
тигает максимального значения: P PS m= / 2.

Выводы. 1. Гармонический анализ позволяет
осуществлять декомпозицию мгновенной мощно�
сти пассивного двухполюсника на две ортогональ�
ные составляющие, одна из которых является чет�
ной и всегда положительной функцией, а другая –
нечетной и знакопеременной функцией.

2. Четная составляющая мгновенной мощности
определяет активную мощность и уровень пульса�
ций необратимого потребления электроэнергии
пассивным двухполюсником.

3. Эффективное значение нечетной составляю�
щей служит интегральной характеристикой пассив�
ной части мгновенной мощности, которая может
быть компенсирована путем минимизации синус�
ных составляющих гармоник мгновенной мощно�
сти. При компенсации восстанавливается четная
симметрия функции мгновенной мощности, а сте�
пень компенсации оценивается величиной обоб�
щенного коэффициента симметрии.
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