
Определение магнитных мультиполей по сигнатурам поворота
источника внутри контурной системы
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Для создания аппаратуры с нормированным
уровнем внешнего магнитного поля (МП) необхо�
димы средства практического определения харак�
теристик, описывающих распределение МП вблизи
оборудования [1]. В качестве таких характеристик
могут быть использованы мультипольные магнит�
ные моменты, представленные коэффициентами
при сферических гармониках внешнего решения
уравнения Лапласа для скалярного потенциала
МП. Как показывает опыт работ по обеспечению
магнитной совместимости, знание мультиполей до
четвертого порядка с достаточной для инженерных
расчетов точностью позволяет описать МП около
поверхности оборудования [2–4].

Однако для практического определения маг�
нитных мультиполей необходимо существующие
магнитоизмерительные стенды оснащать соответст�
вующими измерительными системами [5, 6], что
связано с трудностями создания подобных систем
на стенде без его существенной модернизации. По�
этому представляет практический интерес разра�
ботка методов и средств определения мультиполь�
ных магнитных моментов технических объектов,
которые могут быть реализованы на различных
магнитоизмерительных стендах.

В статье рассмотрено теоретическое обоснова�
ние возможности практического определения маг�
нитных мультиполей с помощью контурной систе�
мы на основе двух пар круговых измерительных
обмоток. В основу синтеза контурной системы по�
ложены результаты анализа сигнатуры магнитного
потока, создаваемого в круговом контуре обобщен�
ным магнитным источником, поворачивающимся
относительно собственной оси.
Исходные положения. Рассматривается обоб�

щенное представление технического объекта как

источника МП, описываемого мультипольными
магнитными моментами. Скалярный потенциал
МП мультипольного источника может быть запи�
сан согласно [7] в виде
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где r, ,q j – сферические координаты точки наблю�

дения МП; Pn
m(cos )q – присоединенные функции

Лежандра; gn
m , hn

m – мультипольные коэффициен�

ты, характеризующие мультипольный магнитный
момент порядка n.

Вклад в суммарный потенциал от слагаемых с
мультипольными коэффициентами с индексами n,
m равен
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Перейдем от двух вещественных мультиполных

коэффициентов gn
m и hn

m к одному комплексному

an
m и воспользуемся комплексным представлением

для поверхностных сферических гармоник Yn m, :
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тогда (2) примет вид
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Соответственно вклад в магнитную индукцию в
воздухе будет определен как

r

B Un m n m, ,= - m0grad . (5)

Для практического определения мультипольных
магнитных моментов предлагается использовать
систему из двух пар круговых обмоток. Измерялась
зависимость магнитного потока в круговых обмот�
ках от угловой координаты поворота мультипольно�
го источника. Предложена математическая обра�
ботка магнитной сигнатуры для нахождения муль�
типолей до четвертого порядка включительно.

К л ю ч е в ы е с л о в а : магнитное поле, муль�
типольный магнитный момент, круговой контур

A system comprising two pairs of circular windings is
proposed for practically determining multipole magnetic
moments. The dependence of magnetic flux in circular
winding on the angular rotation coordinate of a multipole
source was measured. Mathematical processing of
magnetic signature is proposed for determining multifields
up to the fourth order.

K e y w o r d s : magnetic field, multipole magnetic
moment, circular loop



Кроме того, будем считать рассматриваемые
ниже круговые обмотки бесконечно тонкими и для
простоты изложения содержащими только один
виток провода.
Сигнатура магнитного потока в круговом контуре.

Рассмотрим магнитный поток в круговом контуре,
создаваемый расположенным на его аксиальной
оси поворачиваемым мультипольным источником
(рис. 1).

Мультипольный магнитный момент, задавае�

мый мультипольным коэффициентом an
m¢, нахо�

дится в центре связанной с ним подвижной систе�
мы координат ¢X , ¢Y , ¢Z . При этом подвижная сис�
тема координат поворачивается вокруг общей с не�
подвижной системой оси ординат на угол поворота
g, отсчитываемый между осями аппликат непод�
вижной и подвижной систем координат. Круговой
контур радиуса R лежит в неподвижной системе
координат и смещен по оси аппликат на Zc .

На основании (4) скалярный потенциал в под�
вижной системе координат примет вид

U
a

n

n m

n m r
Yn m

n
m

n n,m,
( )!

( )!
)¢

¢

+ ¢=
+

+ ¢
- ¢

¢ ¢
4

1

2 1

1
1p

(q ,j , (6)

где «штрих» характеризует принадлежность только
к подвижной системе координат.

Очевидно, что порядок n мультиполя и коорди�
ната r для выбранной геометрии будут общими для
обеих систем координат. Для перехода к неподвиж�
ной системе координат воспользуемся применяе�
мым в квантовой механике [8] аппаратом функций
вращения:
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где dm т
n

¢, ( )g – функция вращения вокруг оси орди�

нат для поверхностной сферической гармоники.
Магнитный поток Ф через круговой виток в

сферической системе координат может быть пред�
ставлен в виде
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где rc и qc – сферические координаты кругового
контура в неподвижной системе, которые связаны
с его радиусом соотношением

R r Z= =c c c ctgsin q q . (9)

После подстановок в (8) выражений (4), (5) и
(7) и интегрирования по циклической координате
получим:
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Окончательное выражение для магнитного по�
тока кругового контура, создаваемого мультиполем

an
m¢, запишется в виде
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Для случая вращения мультипольного источни�

ка an
m¢ (при ¢¹m 0) вокруг оси, лежащей в плоско�

сти ¢ ¢X Y0 и повернутой относительно оси абсцисс

на угол p / ( )2 ¢m , в (11) следует заменить gn
m¢ на

hn
m¢ [9].

Принцип построения систем определения магнит&
ных мультиполей. Для практического определения
мультипольных магнитных моментов система и по�
следующая математическая обработка результатов
измерений должны позволять выделять вклад каж�

дого из мультипольных коэффициентов gn
m¢ и hn

m¢

в суммарное МП, описываемое (1) и (5). В этом
плане рассмотрим принцип использования измери�
тельной системы магнитного потока, фиксируемо�
го двумя парами круговых обмоток, исходя из ана�
лиза выражения для магнитного потока кругового
контура (11).

Во�первых, используем различные типы сим�
метрии МП для мультиполей четных и нечетных
порядков, для чего мультипольный источник рас�
положим в центре каждой из пар контуров (рис. 2).
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Рис. 1. Геометрическое положение кругового контура и повора�
чиваемого мультипольного магнитного момента



Тогда для случая коммутации пары контуров
прямо последовательно в суммарном сигнале будут
отсутствовать вклады от всех мультиполей четного
порядка, останутся только мультиполи с
n k= +1 3 2 1, ,..., . Если же пара контуров коммутиро�
вана встречно последовательно, то в суммарном
сигнале будут отсутствовать вклады от всех мульти�
полей нечетного порядка, останутся только муль�
типоли с n k= 2 4 2, ,..., .

Во�вторых, графически проанализируем зависи�
мость правой части (11) от cosqc для n= 1 2 3 4, , ,
(рис. 3).

Как следует из анализа зависимости вклада
мультиполя от угловой координаты положения
кругового контура, существуют такие ее значения,

при которых вклад в магнитный поток от мульти�
польных коэффициентов порядка n равен нулю.
Если для диполя и квадруполя эти значения не со�
ответствуют положению мультипольного источни�
ка между двумя контурами, то для исключения
вклада мультиполя с n= 3 или с n= 4 достаточно вы�
брать значение cosqc равным:
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Таким образом, для прямого включения первой
пары круговых обмоток с угловыми координатами

cos /q1 1 5= ± в суммарном сигнале будут отсутст�

вовать вклады от всех четных мультиполей, а также
октуполя; другими словами, первый после диполя
фиксируемый мультиполь имеет пятый порядок. В
случае встречной коммутации второй пары круго�
вых обмоток с угловыми координатами

cos /q2 3 7= ± в суммарном сигнале будут отсут�

ствовать вклады от всех нечетных мультиполей, а
также мультиполя четвертого порядка, т.е. кроме
квадруполя в магнитном потоке будут вклады от
мультиполей начиная с шестого порядка.

В�третьих, воспользуемся свойством более бы�
строго убывания МП при удалении от мультиполей
старших порядков для исключения (существенного
уменьшения) их вкладов в фиксируемый магнит�
ный поток. Заметим, что в (11) вклад мультиполя

обратно пропорционален величине nrnc . Поэтому

проведем оценку выбора радиуса круговой обмот�
ки, связанного с ее радиальной координатой (9). В
основу оценки вклада старшего мультиполя в маг�
нитный поток положим представление смещенного
на r в направлении оси аппликат диполя через ряд
мулипольных моментов. Такой подход основан на
том положении, что первичным источником МП в
любом техническом объекте является диполь (на�
бор диполей), а все мультиполи старших порядков
определяются положением и ориентацией дипо�
ля(ей). Тогда согласно [7] справедливо соотноше�
ние между мультипольным моментом смещенного
диполя и величиной последнего:

g n gn
n

n
0 1 0= -r , (13)

из которого, используя (11), получаем в первом
приближении соотношения для вкладов в магнит�
ный поток мультипольного источника:
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Рис. 2. Положение источника внутри пары кру�
говых обмоток

Рис. 3. Зависимость вклада мультиполя от значения cos qc
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Таким образом, выбрав диаметр кругового кон�
тура в 4 раза больше габаритного размера источни�
ка, можно утверждать, что вкладом мультиполей
порядка n> 4 можно пренебречь, поскольку, как
показывает практика, относительная погрешность
измерений магнитного момента для большинства
технических объектов составляет 3%.

Таким образом, изложенные минимальные тре�
бования к созданию системы из двух пар соосных
круговых обмоток оставляют широкий простор для
вариантов их монтажа на существующем магнито�
измерительном стенде. Это касается способа раз�
мещения пар обмоток на несущих конструкциях:
либо на одной цилиндрической поверхности, либо
планарно в двух плоскостях, либо с разными ра�
диусами обеих пар несущих конструкций и на раз�
ном их расстоянии от центра системы.

Окончательное определение мультипольных ко�
эффициентов традиционно проводится интегриро�
ванием функциональной зависимости магнитного
потока от координаты – магнитной сигнатуры.
Математическая обработка магнитной сигнатуры.

При повороте мультипольного источника внутри
пары круговых обмоток, описанных выше, могут
быть зафиксированы функциональные зависимо�
сти магнитного потока от угла поворота. Рассмот�
рим более подробно мультипольный состав этих
сигнатур.

Сначала опишем магнитные сигнатуры повора�
чиваемого мультипольного источника вокруг об�
щей оси ординат подвижной и неподвижной сис�
тем координат согласно рис. 1.

В случае коммутации первой пары обмоток
прямо последовательно в суммарном магнитном
потоке будут два слагаемых (остальными слагаемы�
ми в силу их малости пренебрегаем):
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При интегрировании сигнатуры воспользуемся
ортогональностью полиномов Лежандра:
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а также
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Для применения (16) к Ф1пр ( )g предварительно

умножим его на
P1

1

2

(cos )

sin

g

g
и проведем интегрирова�

ние. Из получившегося уравнения находим g1
1:
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Затем восстанавливаем по (11) сигнатуру для
первой пары обмоток от мультипольного коэффи�

циента g1
1:
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Находим разность сигнатур Ф1пр ( )g и Ф11, ( )g , к
которой применяем интегрирование по (17):
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Проведя интегрирование, из (20) находится зна�
чение g1.

Далее будем использовать показанный на при�
мере (18)–(20) подход к последовательному исклю�
чению вкладов в магнитную сигнатуру от уже опре�
деленных на предыдущем шаге мультипольных ко�
эффициентов.

Найденные дипольные коэффициенты исполь�
зуются при определении октуполя при обработке
магнитной сигнатуры, зафиксированной второй
парой обмоток при их прямой коммутации:
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Далее, восстанавливая для второй пары обмоток
сигнатуры диполя величины Ф1 0, ( )g и Ф11, ( )g , при�
меняем к их разности с сигнатурой из (21)
Ф Ф Ф2 1 0 11пр ( ) ( ) ( ), ,g g g- - интегрирование по (16) и
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последовательно находим g3
1 , g3

2 и g3
3. Далее следу�

ет применить интегрирование по (17) сигнатуры,
образованной разностью Ф Ф Ф2 1 0 11пр ( ) ( ) ( ), ,g g g- - -
- Ф3 2, ( )g , чтобы найти g3

0.

Таким образом будут найдены все g m3
¢ коэффи�

циенты октуполя исследуемого источника.
Если полностью аналогично провести интегри�

рование сначала сигнатуры, полученной встречной
коммутацией второй пары, то можно найти коэф�
фициенты квадруполя. Для нахождения коэффици�

ентов g m4
¢ следует аналогично поиску октупольных

коэффициентов обработать сигнатуру, полученную
встречной коммутацией первой пары обмоток.

Определение коэффициентов hn
m¢ следует про�

водить аналогично, но по сигнатурам, полученным
предварительной переориентацией оси вращения
мультипольного источника.

Для получения возможности измерения всех

hn
m¢ ось вращения, лежащая в плоскости ¢ ¢X Y0 под�

вижной системы координат, должна образовывать
с осью абсцисс угол p / ( )2 ¢m , причем ¢=m 4 (макси�
мальное значение коэффициента ¢m определяемых
математической обработкой мультиполей). Други�
ми словами, новое положение оси вращения в под�
вижной системе координат – это ось, лежащая в
плоскости ¢ ¢X Y0 и повернутая относительно оси
ординат 0 ¢Y в направлении оси абсцисс на угол
p / 8.

После переориентации оси вращения источни�
ка, связанного с подвижной системой координат
(при этом в неподвижной системе ось вращения
по�прежнему 0Y ), получим следующий состав сиг�
натуры при прямой коммутации первой пары об�
моток:

Ф
P

r
g P1

0 1
1

1 1

1
1
0

12пр ( )
(cos )sin

( (cos )g
m q q

g= +

+ +g P h P1
1

1
1

1
1

1
18 8(cos )cos / (cos )sin / )g p g p . (22)

Из (22) аналогично (18) находим h1
1. А из сигна�

туры, полученной с помощью прямо коммутиро�
ванной второй пары обмоток, содержащей вклады
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r
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2 2

1
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0

12пр ( )
(cos )sin

( (cos )g
m q q

g= +

+ + +g P h P1
1

1
1

1
1

1
18 8(cos )cos / (cos )sin / )g p g p

+ +
m q q

g0 3
1

2 2

2
3 3

0
32 3

P

r
g P

(cos )sin
( (cos )

+ + +g P h P3
1

3
1

3
1

3
18 8(cos )cos / (cos )sin /g p g p

+ + +g P h P3
2

2
2

3
2

3
24 4(cos )cos / (cos )sin /g p g p

+ +g P h P3
3

3
3

3
3

3
33 8 3 8(cos )cos / (cos )sin / )g p g p , (23)

применяя интегрирование по (16) к ее разности с

восстановленными дипольными сигнатурами от g1
0,

g1
1 и h1

1, находим h3
1 , h3

2 и h3
3.

Для сигнатуры от второй пары обмоток при их
встречном включении получим следующий состав:

Ф
P

r
g P2встр ( )

(cos )sin
( (cos )g

m q q
g= +0 2

1
2 2

2
2 2

0
22 2

+ + +g P h P2
1

2
1

2
1

2
18 8(cos )cos / (cos )sin /g p g p

+ +g P h P2
2

2
2

2
2

2
24 4(cos )cos / (cos )sin / )g p g p . (24)

Для первой пары обмоток при их встречном
включении сигнатура содержит вклады

Ф
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2 2
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4
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+ h P4
4

4
4 (cos ))g . (25)

Тогда по аналогии применения к (22) и (23) ин�

тегрирования по (16) находим h2
1 , h2

2 , h4
1 , h4

2 , h4
3 и

h4
4 .

Таким образом, предложенный способ получе�
ния и интегрирования восьми сигнатур, зафикси�
рованных для двух вариантов начальной ориента�
ции поворачиваемого источника МП, позволяет
определять все двадцать четыре мультипольных ко�
эффициента магнитных мультиполей до четвертого
порядка включительно.
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Для проверки полученных результатов на маг�
нитоизмерительном стенде НТЦ МТО НАНУ была
создана экспериментальная измерительная систе�
ма, состоящая из пары обмоток (по 80 витков),
уложенных на круглом каркасе диаметром 4,26 м.
Проведенные эксперименты позволили определить
чувствительность созданной системы на уровне
0,001 А·мn+1, что при рабочем объеме 1 м3 явно
недостаточно для определения мультиполей поряд�
ка n= 3 и n= 4. Однако уменьшение рабочего объема
и диаметра обмоток системы при одновременном
увеличении в 5–7 раз числа витков позволяет про�
гнозировать повышение чувствительности более
чем на порядок и, следовательно, реализовать
практическую возможность измерения мультиполь�
ных магнитных моментов старших порядков для
объектов с габаритными размерами до полуметра.
Такие системы на сегодняшний день востребованы
при проведении работ по обеспечению магнитной
чистоты космических аппаратов.
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