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В России и за рубежом большое внимание уде�
ляется вопросам расчета и проектирования син�
хронных электрических машин (СМ) с высококо�
эрцитивными постоянными магнитами (ПМ) на
основе редкоземельных материалов [1, 4]. Как по�
казали исследования, СМ с ПМ имеют относитель�
но простую конструкцию, отличаются высокой на�
дежностью и длительным сохранением магнитных
свойств магнитов (до 10 лет) [1, 4]. Такие машины
обладают высоким КПД из�за отсутствия потерь на
возбуждение, что особенно важно для их примене�
ния в промышленности, на транспорте, в аэрокос�
мической технике и ветроэнергетике. Расчеты СМ
с ПМ при числе пар полюсов p< 4 подробно рас�
смотрены в [2]. В то же время мощные низкообо�
ротные СМ с ПМ с большим числом пар полюсов
при наличии в составе ротора пленочных ВТСП
элементов применительно к их использованию в
ветроэнергетике исследованы не достаточно полно.

В статье представлены аналитические решения
задач о распределении двухмерных магнитных по�
лей в многополюсных СМ с ПМ. Получены про�
стые безразмерные критерии для определения ин�

дуктивных параметров таких машин с учетом гео�
метрических размеров и физических характеристик
материалов в активной зоне. Это позволяет рассчи�
тывать машины на этапах их проектирования с
учетом характеристик ветроэнергетических устано�
вок, а также параметров осевых турбин для малой
гидроэнергетики.

Двухмерные магнитные поля в активной зоне СМ
с ПМ. Схема многополюсной синхронной электри�
ческой машины с ПМ представлена на рис. 1. При
постановке задачи расчета двухмерных магнитных
полей в дальнейшем принимаются следующие ос�
новные допущения: вектор намагниченности всех
постоянных магнитов M имеет только радиальную
составляющую M M{ , }0 r . Принимается, что состав�
ляющая M r секций радиальных ПМ распределена
по радиусу как M M Rrr r= 0 / , что приближенно
соответствует постоянству магнитного потока Ф по
радиусу и обеспечивается применяемыми техноло�
гиями намагничивания радиальных постоянных
магнитов. В зоне ротора, занятой секциями ради�
альных магнитов и немагнитными промежутками
между ними, распределение M r по азимутальному
углу j аппроксимируется ступенчатой функцией от
j и ее разложением в ряд Фурье. При рассмотре�

1 Работа выполнена в рамках Государственного контракта «Раз�
работка сверхпроводниковых двигателя, генератора, кинетиче�
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Разработана методика аналитического расчета
двухмерных магнитных полей в активной зоне син�
хронных электрических машин (СМ) с постоянными
магнитами (ПМ) применительно к их использованию
в ветроэнергетике. Получены аналитические соотно�
шения для определения выходных параметров СМ с
ПМ с учетом геометрии активной зоны, числа пар
полюсов и магнитных характеристик материалов, в
том числе при применении высокотемпературных
сверхпроводников (ВТСП) на роторе. Выведены кри�
териальные зависимости для расчета ЭДС и главного
индуктивного сопротивления СМ с ПМ с учетом гео�
метрии машины, наличия или отсутствия ВТСП эле�
ментов на роторе и электрофизических свойств ис�
пользуемых материалов. Приведена методика оценки
параметров синхронных генераторов с ПМ для вет�
роэнергетических установок (ВЭУ) большой мощно�
сти.
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A procedure for analytically calculating 2D magnetic
fields in the active zone of permanent�magnet synchronous
machines is developed for using these machines in wind
power applications. Analytic relations for determining the
output parameters of permanent�magnet synchronous
machines are obtained that take into account the active
zone geometry, number of pole pairs, and magnetic
characteristics of materials, also in the case of using
high�temperature superconductors (HTS) in the rotor.
Dimensionless dependences for calculating the EMF and
main inductive reactance of a permanent�magnet
synchronous machine are derived that take into account
the machine geometry, presence or absence of HTS
elements in the rotor, and electrophysical properties of
employed materials. A procedure for estimating the
parameters of permanent�magnet synchronous generators
for large�capacity wind power installations is presented.

K e y w o r d s : synchronous generator, permanent
magnets, wind power installation, analytic calculation



нии магнитного поля машины ярмо статора счита�
ется ненасыщенным (mc ® ¥ ). Для получения ана�
литических решений, описывающих электромаг�
нитные процессы в СМ с ПМ, используется экви�
валентный токовый слой на радиусе Ra (рис. 2) с
линейной плотностью J0, синусоидально распреде�
ленной по угловой координате j . Машина считает�
ся достаточно длинной t / L< < 1 (t = pR ps / — по�
люсное деление).

С учетом принятых допущений при записи рас�
четных соотношений использовалось схематиче�
ское изображение на рис. 2.

Задача о распределении двухмерных магнитных
полей сводится к решению уравнения Пуассона от�
носительно осевой составляющей векторного маг�
нитного потенциала А (B = rotA) при соответствую�
щих граничных условиях на поверхностях раздела
сред с различными магнитными свойствами [1]:

B Bn n+ -= ; H Ht + t -= .

При принятых допущениях активная зона СМ с
ПМ содержит области, отличающиеся магнитными
свойствами (рис. 2):

сердечник ротора ( )0 £ £r Ri с магнитной прони�
цаемостью mp ;

кольцевая область с постоянными магнитами
( )R Ri r£ £r , в которой материальные уравнения
для связи В и Н имеют вид [3]:

B Hr rm= 0 ; M
R

pr
r r

a= cos ; B Hj jm= 0 , (1)

где M r соответствует первой гармонике разложе�
ния в ряд Фурье намагниченности ПМ в активной
зоне машины; a — угол, отсчитываемый в системе
координат ротора (см. рис. 2);

область воздушного зазора между расточкой
статора Rs c mc ® ¥ и поверхностью ротора Rr
( )R Rr s£ £r , m0 1= .

Распределение магнитных полей в указанных
областях можно найти, решив соответствующие
уравнения Пуассона для векторного магнитного
потенциала с использованием граничных условий
на поверхностях раздела сред с различными маг�
нитными проницаемостями. Поправка на парамет�
ры СМ с ПМ за счет конечного размера зубцовой
зоны и спинки статора может быть найдена из тео�
рии магнитных цепей после решения двухмерной
задачи.

Структура решения в воздушном зазоре. В облас�
ти воздушного зазора с токовым слоем, располо�
женным на радиусе Ra, уравнение Пуассона для
векторного магнитного потенциала имеет вид [2]:

DA J p Ra= -m j d r0 0 sin( ) ( ), (2)

где d r( )- Ra — дельта�функция.
Общее решение (2) для первой гармоники век�

торного потенциала [2]:
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p p pcos( )) ( sin( ) cos( ))j r j j r , (3)

где m0 – магнитная проницаемость вакуума; im –
амплитудное значение тока статора; mф – число
фаз; wa – число витков в фазе; ka – обмоточный
коэффициент; Ra – радиус токового слоя; p – чис�
ло пар полюсов; ap, bp, cp, dp – неизвестные кон�
станты, определяемые из граничных условий; знак
«+» соответствует области внутри токового слоя
( )r < Ra ; знак «–» — области вне токового слоя
( )r > Ra .

Граничное условие [ ]H t = 0 на поверхности ста�
тора c mc ® ¥ (r = Rs ):
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Рис. 1. Конструктивная схема многополюсной электрической
машины с постоянными магнитами
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Рис. 2. Расчетная схема многополюсной синхронной электри�
ческой машины с постоянными магнитами



- =
1

0
0m r

dдA

д Rs
. (4)

После подстановки (3) в (4) можно найти связь
между константами bp и ap, dp и cp:

b a R Rs
p

s
p

p p= -2 ; d с Rs
p

p p= 2 . (5)

С учетом (5) решение для Ad в воздушном зазо�
ре записывается в виде:
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Структура решения в кольцевой зоне с ПМ. С
учетом принятых допущений о намагниченности
ПМ уравнение Пуассона для области магнитов
( )R Ri r£ £r можно записать в следующем виде:

DA Mm=
1

0m
rot , (7)

где значение намагниченности ПМ M определяется

из (1) как M M R pr=
1

0r
acos( ); a — угол, отсчиты�

ваемый в системе координат ротора (рис. 2), связан
с углом j , отсчитываемым в системе координат
статора зависимостью: a g j= +( )p, где g – угол по�
ворота ротора относительно статора.

При этом напряженность магнитного поля
удовлетворяет уравнению Максвелла rotH = 0 [1]:
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Учитывая соотношения составляющих напря�

женности магнитного поля для H
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= -
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H
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(8), получаем уравнение, описывающее распреде�
ление векторного магнитного потенциала в кольце�
вой магнитной оболочке:
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Общее решение уравнения (9) имеет вид:
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где d d1 4¸ – неизвестные константы, определяе�
мые из граничных условий задачи.

Структура решения в сердечнике ротора. В дан�
ной области решение уравнения Лапласа (DAi = 0)
для векторного магнитного потенциала с учетом

граничных условий при r = 0 ( )A r = < ¥0 имеет вид:

A c p c pi
p p= +1 2r j r jsin( ) cos( ), (11)

где c1, c2 – неизвестные константы.
Соотношения (6), (10), (11) для распределения

векторного магнитного потенциала в активной
зоне СМ с ПМ содержат 8 неизвестных констант
(ap, ср, d1, d2, d3, d4, c1, c2), которые определяются
из граничных условий соответственно на поверхно�
сти ротора (r = Rr ) и сердечника (r = Ri ):
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Подставив явный вид Ad, Ai и Am из (6), (10),
(11) в (12), можно получить систему алгебраиче�
ских уравнений для определения неизвестных кон�
стант ap, ср, d1, d2, d3, d4, c1 и c2, решив которую,
получим:
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На рис. 3,а—г представлены результаты расчета
распределения векторного магнитного потенциала
А в активной зоне СМ с ПМ при различном числе
пар полюсов p. Из рисунков видно, что при увели�
чении числа пар полюсов распределение векторно�
го магнитного потенциала становится существенно
неоднородным. При больших значениях р распре�

деление локализовано в основном в области воз�
душного зазора и быстро затухает вне его. Это по�
зволяет при проектировании и изготовлении суще�
ственно уменьшить массу многополюсного сердеч�
ника ротора.

Если на внешнем радиусе ротора находится
ВТСП оболочка, экранирующая поля статора, то
выражения для коэффициентов ap и cp в воздуш�
ном зазоре будут иметь вид:
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Основные параметры СЭМ с ПМ. Основными
параметрами синхронных машин с постоянными
магнитами являются ЭДС холостого хода и главное
индуктивное сопротивление, для определения ко�
торого найдем энергию магнитного поля в актив�
ной зоне машины от токов статора при нулевых
значениях намагниченности ПМ (M= 0) [1]:
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где J
m i w k

R

m a a

s
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ф

p
— токовая нагрузка статора; Ls

– активная длина машины; Ad определяется из (6)
с учетом выражений для ap и cp из (13).

После интегрирования получим
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2
, (16)

где mф – число фаз; im – амплитудное значение
тока фазы; wa – число витков статора; ka – обмо�
точный коэффициент.

Энергия одной фазы СЭМ W W m1 = / ф; исполь�

зуя соотношения W LI1
2 2= c / ; x La= w ; i Im = c 2

(где I c – действующее значение тока статора; w –
круговая частота), получаем явные выражения для
главного индуктивного сопротивления:

при отсутствии ВТСП оболочки

x fk m w L m pa a a s= 4 0
2 2m ф / ;

при наличии ВТСП оболочки,

x m w k L fR pRa a a s s
p

r
p= 4 0

2 2m ф / , (17)

где f – частота сети.
Действующее значение ЭДС ротора E0 находит�

ся через поток от магнитов при нулевых токах ста�
тора с помощью следующих соотношений [2, 4]:

E k w fa a m0 2= p F ; (18)
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Рис. 3. Распределение векторного магнитного потенциала в ак�
тивной зоне СЭМ с ПМ при различном числе пар полюсов: а –
р=1; б – р=2; в – р=3; г – р=4



F m s mL B= 2 t p/ , t p= R ps / , (19)

где F m — магнитный поток через полюсное деле�
ние t от ПМ ротора; Bm – амплитудное значение
радиальной составляющей магнитной индукции в
воздушном зазоре при r = Rs :

B B
дA

дm R Rs s
= =

æ

è
çç

ö

ø
÷÷dr

d
r j
1

. (20)

Подставляя (19), (20) в (18) и учитывая явный
вид Ad (6), а также то, что ток статора I = 0, полу�
чаем выражение для ЭДС холостого хода:

E
p
k w fR L Ma a s

p
s0 02 2= ´

p

´ + + -
-

-
{( ) ( )}R R m R R

R

R R

p p p p p

r
p p

2 2

1

1

2

. (21)

Выражение (21) справедливо и при наличии
ВТСП оболочки на роторе.

По (17) и (21) можно построить зависимости
ЭДС холостого хода E0 и индуктивного сопротив�
ления xa от числа пар полюсов р СМ с ПМ при
наличии ВТСП оболочки на роторе и при ее отсут�
ствии. В расчетах принималось одинаковое значе�
ние числа витков фазы wa при различных р. Уста�
новлено, что с увеличением числа пар полюсов
главное индуктивное сопротивление и ЭДС умень�
шаются; при больших значениях p их асимптотиче�

ские зависимости x pa ~ /1 2 , а E p0 1~ / .

СМ в двигательном и генераторном режимах. Из
векторной диаграммы ЭМ с ПМ [1] в двигательном
режиме можно получить следующие выражения
для cos j , тока фазы I и электромагнитной мощно�
сти P2 (приведены соотношения в предположении
нулевого сопротивления обмоток статора):

cos ( )
sin( )

( cos( ) ) ( sin( ))
j q

q

q q
=

- +

E

U E U

0

0
2 2

; (22)

I
U E U

xa
( )

( cos( ) ) ( sin( ))
q

q q
=

- +0
2 2

; (23)

P
m UE

xa
2

0
( ) sin( )q q=

ф
, (24)

где q — угол нагрузки.
По (22)—(24) можно построить угловые харак�

теристики машины в двигательном режиме. В
расчете принималось: Rs = 0,034 м; Rr = 0,031 м;
Ri = 0,024 м; Ls = 0,08 м; wa = 264; f = 50 Гц;
M0 = 0,7 Тл; U = 220 В. Зависимости показали, что

cos j имеет максимум при небольшом угле нагруз�
ки, мощность двигателя максимальна при угле на�
грузки 90°, а ток статора I увеличивается с ростом
угла нагрузки.

На рис. 4 приведены зависимости выходной
мощности СЭМ в двигательном режиме от угла на�
грузки при различных значениях магнитной про�
ницаемости ВТСП оболочки. Видим, что примене�
ние тонкой ВТСП оболочки на поверхности ротора
с ПМ позволяет увеличить выходную мощность
СМ с ПМ до двух раз.
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Рис. 5. Внешняя характеристика генератора с ПМ
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Внешние характеристики СМ с ПМ в генера�
торном режиме приведены на рис. 5, внешние ха�
рактеристики СМ с ПМ и ВТСП оболочкой — на
рис. 6 [4]:

U E x I x Ia a= - -0
2 2 2( ) cos( ) sin( )j j , (25)

где j – угол, который зависит от характера нагруз�
ки: j = 0 при активной нагрузке, j < 0 при емкост�
ной, j > 0 при индуктивной.

Энергетические параметры ветроэнергетической
установки (ВЭУ). В отсутствие турбулентности объ�
ем воздуха, проходящего в единицу времени через
поперечное сечение ветроколеса площадью Ak
(ометаемую площадь), обладает кинетической
энергией [3]:

P A uk0 0
31

2
= r , (26)

где r , u0 – плотность и скорость набегающего воз�
душного потока; таким образом, P0 есть энергия
ветрового потока.

Плотность воздуха r зависит от высоты и метео�
рологических условий. Скорость ветра увеличива�
ется с высотой, зависит от местных географических
условий и может сильно изменяться во времени.
Предположим, что на заданной высоте мачты вет�
роколеса плотность воздуха r и скорость ветра u0
постоянны во времени и в любом поперечном се�
чении рассматриваемого воздушного потока.

Мощность, передаваемая ветроколесом на вал
генератора, может быть выражена с помощью ко�
эффициента Бетца Cp [5]:

P P C p2 0= . (27)

Максимальное значение C p = 16/27 » 0,59 [3, 6].
Таким образом, в лучшем случае только немногим
более половины энергии набегающего ветрового
потока можно использовать в ветроустановке. Это
объясняется тем, что воздушный поток должен об�
ладать определенной кинетической энергией, что�
бы покинуть область ветроколеса.

Важным параметром ветроколеса является его
быстроходность [3]:

Z R u= W/ , (28)

где R – радиус ветроколеса; W– частота вращения.
На рис. 7 показаны зависимости критерия Cp от

быстроходности ветроколёс различного типа [3].
Методика оценки параметров синхронных генера7

торов (СГ) с ПМ для ВЭУ. Инженерная методика
расчёта СГ ВЭУ основывается на следующих пред�
положениях. Мощность генератора P2 считается
заданной, коэффициент C p можно найти для раз�
личных ветроколёс по графику на рис. 7. Из
(26)—(28) можно вычислить поперечное сечение
ветроколеса Ak , зная мощность генератора P2 , ко�
эффициент C p , а также скорость ветра u0:

A
P

u C
k

p

=
2

0
3r

. (29)

Характерные размеры электрической машины
получим из следующих соотношений:

радиус ветроколеса R Ak= / p . Оценка внеш�

него радиуса синхронной машины R R KE s= / , где
Ks – конструктивный параметр, выбираемый из
опыта проектирования ветроэнергетических уста�
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новок [6] (Ks = ¸10 30 в зависимости от размера
ветроколеса);

радиус расточки статора многополюсной син�
хронной машины R Rs E» / ,125, радиус ротора
R Rr s= - d, где d – воздушный зазор, радиус сер�
дечника ротора R R mi r= - D , где Dm – высота по�
стоянных магнитов ротора, активная длина маши�
ны L Rs s= l 2 , где l – относительная длина маши�
ны.

После определения основных размеров элек�
трической машины оценивается число лопастей
ветроколеса n zL = 4p / .

Физическая частота вращения вала ветроколеса
и СГ W= u Z R0 / (рад/с), физическая частота вра�
щения вала ветроколеса и СГ n= 30W/ p (об/мин),
при этом w= pW.

Затем ориентировочно оцениваются обмоточ�

ные параметры машины: Z
R

b bs
s

n s
»

+
2p

, где Zs – чис�

ло пазов статора; bn и bs – высота и ширина паза;

число пазов на полюс и фазу q
Z

m p
s= ³

ф
1, число вит�

ков wa можно примерно оценить по значению
ЭДС холостого хода. Далее, используя (17), (21) и
(25), определяются основные параметры синхрон�
ного генератора с ПМ.
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