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Магнитные системы (МС) являются важной ча�
стью широкого класса систем автоматики и теле�
механики. Одной из актуальных задач для рассмат�
риваемых МС является расчет с гарантированной
точностью их параметров, в том числе с учетом по�
грешности исходных данных.

Рассмотрим часто решаемую в приложениях за�
дачу расчета магнитной цепи электромагнита
П�образного типа постоянного тока. Совместим
начало координат с верхним обрезом стержня маг�
нитопровода (рис. 1), тогда согласно [1] распреде�
ление магнитного потока Ф и магнитного напряже�
ния между стержнями U вдоль координаты x опи�
сывается системой дифференциальных уравнений:
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где l ( )x — удельная (средняя на единицу длины)
магнитная проводимость между стержнями магни�
топровода; R1, R2 — удельные магнитные сопро�
тивления стержней, которые определяются значе�
нием магнитного потока в стержнях магнитопрово�
да; f – удельная магнитодвижущая сила обмотки.

Полная постановка задачи включает в себя раз�
личного рода краевые условия. Например, если за�
дано значение магнитного потока в воздушном за�
зоре Ф Ф( )0 0= , то магнитное напряжение U ( )0 меж�
ду стержнями вычисляется по формуле

U Ф R R Ф R( ) ( )( ( ( ) )0 0 01 2= + +d dя , (2)

где Rd1, Rd2 — магнитные сопротивления воздуш�
ных зазоров; Rя – магнитное сопротивление якоря.

В основании магнитопровода выполняется вто�
рое граничное условие:

U l R Ф l( ) ( )= - oc , (3)

где R R Ф loc oc= ( ( )) – магнитное сопротивление ос�
нования магнитопровода.

Из (1)—(3) может быть найдено значение удель�
ной магнитодвижущей силы обмотки. Один из ал�
горитмов итерационного уточнения значений f
описан в [1].

В практике проектных и поверочных расчетов
электромагнитов возможны другие постановки за�
дачи расчета магнитной цепи:

заданы поток в зазоре Ф( )0 и удельная магнито�
движущая сила f, требуется найти соответствую�
щую длину стержней l;

заданы значения f, l, требуется найти значение
потока в зазоре Ф(0).

Геометрические параметры электромагнита, ха�
рактеристика намагничивания стали могут быть
заданы в интервальном виде, при этом удельные
проводимости, сопротивления и магнитодвижущая
сила являются интервальнозначными функциями.
Для нахождения интервального решения соответст�
вующих краевых задач можно применять описан�
ные в [2—6] интервальные и двусторонние методы.

Интервальный метод решения задачи (1)–(3).
Введем следующие обозначения: x Ф S1 = / , x U2 = ,
t x= , k t t S( ) ( ) /= l , где S – площадь поперечного
сечения стержней магнитопровода;

Рассматриваются интервальные и двусторонние
варианты цепевых методов расчета магнитных сис�
тем электромагнитных приводных механизмов.
Предложенные методы позволяют находить решение
с гарантированной точностью и с учетом погрешно�
сти в исходных данных задачи.

К л ю ч е в ы е с л о в а : приводные механиз�
мы,магнитная система, погрешность, точность, ме�
тоды расчета

Interval and two�sided versions of circuit methods for
calculating the magnetic systems of electromagnetic
driving mechanisms are considered. The use of the
proposed methods makes it possible to find a solution with
guaranteed accuracy and taking into account the error in
the initial data of a problem.
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Рис. 1. Схема электромагнита П�образного типа
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R R x S1 2 12+ = r ( ) / , где r ( )x1 — удельное магнитное
сопротивление магнитопровода; r ( ) ( )x x H x1 1 1= –
напряженность магнитного поля в стержнях.

С учетом этих обозначений краевая задача для
расчета магнитной цепи может быть записана в
виде:

dx dt k t x1 2/ ( )= , dx dt H x f2 12/ ( )= - , t lÎ( , )0 ; (4)
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x l H x l l2 1( ) ( ( )= - oc, (6)

где R R Sd d d m1 2 02+ = p / ( ); dp – расчетная ширина
воздушного зазора; lос – длина основания магни�
топровода; поперечные сечения основания и
стержней магнитопровода предполагаются одина�
ковыми, S ab= (a и b – размеры поперечного сече�
ния магнитопровода); aя – толщина якоря;
S a bя я= – площадь его поперечного сечения; lk –
ширина окна электромагнита.

Очевидно, что в рассматриваемом случае значе�
ния x t1( ) положительные, а величина x t2 ( ) является
знакопеременной на интервале (0, l).

Исследуем характер зависимостей решения за�
дач Коши (1)—(2), (4)—(5) от начальных условий и
других параметров задачи. Производные по началь�
ным условиям от решения удовлетворяют следую�
щим задачам Коши:

d dt дx дx k t дx дxj j/ ( / ) ( ) /1 0 2 0= ;

d dt дx дx dH dB x дx дxj j/ ( / ) / ( ) /2 0 1 1 02= , t lÎ( , )0 ;

дx дx j j1 0 10/ ( )= d , дx дx j j2 0 20/ ( )= d , j= 12, .

Так как dH dB x/ ( )1 0> , k t( ) ³ 0, дx дx j1 0 0 0/ ( ) ³ ,
i j, ,= 1 2, то решения вышезаписанных задач Коши
являются неотрицательными функциями параметра t:

дx дx tj1 0 0/ ( ) ³ , i j, ,= 1 2.

Таким образом, функция решения задачи
(1)–(2) монотонно возрастает с увеличением значе�
ний начальных условий.

Чтобы исследовать характер зависимости реше�
ния задачи от значений величин f и k, которые в
общем случае являются функциями параметра t,
воспользуемся принципом максимума Понтрягина.
Предположим, что требуется максимизировать зна�

чение x tF1( ) при условии, что f f fÎ - +[ , ],

k t K k t k t( ) [ ( ), ( )]Î = - + , tF > 0.

Функция Гамильтона имеет вид

G p kx p H x f= + + -( ) ( ( ) )1 21 2 2 1 .

Условие G
f k

= max
,

эквивалентно требованию

kp x fp
f k

1 2 2- = max
,

. (7)

Сопряженная система ОДУ имеет вид:

dp dt p dH dB x1 2 12/ / ( )= - ; dp dt k p2 11/ ( )= - + ;

t tFÎ( , )0 ;

p tF1 0( )= , p tF2 0( )= .

Так как - <2 01dH dB x/ ( ) , - £k 0, то

" Î £t t dp dtF( , ) / ,0 01 dp dt2 0/ £ ,

откуда

p t1 0( ) ³ , p t2 0( ) ³ . (8)

Из (7), (8) следует f f= - , k m K= +( )

+ 1 2 2/ ( ) ( )w K xsign , где m K( ) – середина интервала
K, а w K( ) – его ширина.

Если требуется максимизировать значение
x tF1( ) при тех же условиях, то функция Гамильтона
запишется следующим образом:

kp x f p
f k

1 2 21- + =( ) max
,

. (9)

Соответствующая сопряженная система ОДУ
имеет вид:

dp dt p dH dB x1 2 12 1/ ( ) / ( )= - + ;

dp dt kp2 1/ = - ; t tFÎ( , )0 ;

p tF1 0( )= , p tF2 0( )= .

Из (9) с учетом (8) следует p t1 0( ) ³ , p t2 0( ) ³ , от�

куда f f= - , k m K w K x= +( ) / ( ) ( )1 2 2sign .

Аналогичным образом можно показать, что ми�
нимум значений решения x tF1( ) и x t tF F2 0( )" >
достигается при

f f= + , k m K w K x= -( ) / ( ) ( )1 2 2sign .

Таким образом, доказан монотонный характер
зависимостей решения задач Коши (1)—(2),
(4)—(5) от начальных условий и значений удель�
ной магнитодвижущей силы f. Зависимость реше�
ния от значений коэффициента рассеяния потока
k t( ) имеет более сложный характер. В силу данного
свойства решения следующих ниже задач Коши бу�
дут являться двусторонними оценками к решению
системы (4)—(5):

dx dt m K x w K x1 2 21 2± ± ±= ±/ ( ) / ( ) ;

dx dt H x f2 12± ± ±= + -/ ( ) ( ) , t lÎ( , )0 ;

x Ф S1 0 0± ±=( ) [ ( ) / ] ;

x x l a H x a a
k2 1 0 10 0 2 0± ± ± ± ± ± ±= + +( ) ( ) / ( ) ( ( )[ / ] )d m я ;
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x t x t x tj j j
- +£ £( ) ( ) ( ), j= 1 2, .

Интервальные оценки численного решения
данных задач Коши могут быть найдены методами,
описанными в [2—5].

Для численного решения краевой задачи
(4)—(6) с гарантированной точностью можно при�
менять интервальный вариант известного числен�
ного метода стрельбы.

Введем в рассмотрение двусторонние оценки
для невязки краевого условия (6):

r f l Ф x l H x l± ± ±= +( , , ( )) ( ) ( ( )0 2 1 lос.

Если X t x t x tj j j
±

-
±

+
±=( ) [ ( ), ( )] – интервальные

оценки функций x tj
± ( ), j= 1 2, , то

r f l Ф X l H X l l R f l Ф± ± ± ±Î + = =( , , ( )) ( ) ( ( )) ( , , ( ))0 02 1 oc

= -
±

+
±[ ( , , ( )), ( , , ( ))]R f l Ф R f l Ф0 0 .

Двусторонние оценки корней уравнений

r f l Ф± =( , , ( ))0 0 находятся путем решения методом

половинного деления или другим аналогичным ме�
тодом уравнений:

R f l Ф-
± =( , , ( ))0 0, R f l Ф+

± =( , , ( ))0 0.

Обоснование аналогичных алгоритмов интер�
вальных методов стрельбы содержится в [2—6].

Примеры расчета магнитной цепи с учетом по$
грешности исходных данных. Пример 1. Рассмотрим
расчет магнитной цепи интервальным методом для
случая, когда поток и длина стержней магнитопро�
вода заданы, а магнитодвижущая сила неизвестна.
Исходные данные: поток в воздушном зазоре
Ф( )0 = 0,35×10�3 Вб, начальное значение магнитного
напряжения U(0) = 0.8×104 A, длина стержней
l = 5×10�2 м, остальные геометрические параметры:
lос = 6,4×10�2 м, a = 2×10�2 м, b = 2×10�2 м,
dp = 4,8×10�3 м. Магнитопровод выполнен из стали
Э41А, характеристика намагничивания которой
дана в [1].

Проводимость потоков рассеяния рассчитыва�
лась по формуле [1]:

l e m p( ) ( ) [ / ln( / ) / ln )]x l b ( b/l= - + + +2 1 1 2 1 1 2 10 к к ,

где e — поправочный коэффициент, выбранный рав�
ным 0,5 из соображений согласования с данными [1].

Решение задачи находилось с помощью интер�
вального метода стрельбы первого порядка точно�
сти [2—5]. Число шагов интегрирования было при�
нято равным 10, точность решения нелинейного
уравнения в методе стрельбы 0,1%.

Начальное приближение: F= × ×[ , , , ]16 10 2 1 105 5 .

Результаты вычислений:
интервальные оценки магнитодвижущей силы

F - = × ×[ , , , ]1890 10 1891 105 5 ,

F + = × ×[ , , , ]1952 10 1954 105 5 ,

следовательно

F = × ×[ , , , ]1890 10 1954 105 5 .

Двусторонние оценки магнитной индукции и
магнитного напряжения приведены ниже:
x, см 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0

B F-
+
+( ),

Тл
0,9471,0111,0641,1081,1431,1681,184 1,191 1,1891,177

B F+
-
-( ),

Тл
0,9481,0121,066 1,111 1,1481,1751,1931,2031,2041,196

U F-
+
+( ),

А
7061 6128 5203 4285 3374 2470 1571 674,9 �220,2�1118

U F+
-
-( ),

А
7093 6192 5298 4412 3534 2663 1796 934 73,62 �788,3

Затраты времени на вычисления на ПЭВМ типа
Pentium (600 МГц) составили порядка миллисекун�
ды.

Из приведенных данных следует, что погреш�
ность двусторонних оценок для магнитного напря�
жения значительно больше, чем для магнитной ин�
дукции, что объясняется большой крутизной зави�
симости H(B). На практике наибольший интерес
представляют значения индукции. Если все же тре�
буется повысить точность расчета магнитного на�
пряжения, то достаточно уменьшить в соответст�
вующее число раз шаг интегрирования. Затраты
времени на расчет при этом остаются по�прежнему
незначительными. В данном примере специально
выбран относительно крупный шаг интегрирова�
ния, чтобы наглядно продемонстрировать характер
нарастания погрешности двусторонних оценок.

Графики двусторонних оценок значений маг�
нитной индукции, магнитного напряжения и по�
грешности интервального метода интегрирования
системы ОДУ показаны на рис. 2.

Пример 2. Рассмотрим расчет магнитной цепи
интервальным методом для случая, когда магнито�
движущая сила и поток в магнитопроводе заданы,
а длина стержней неизвестна. Исходные данные:
f = 1,574×105, начальное приближение L =[4×10�2 ,
7×10�2], остальные данные те же, что и в предыду�
щем примере.

Число шагов интегрирования было принято
равным 20, точность решения нелинейного уравне�
ния в методе стрельбы 1%.
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Результаты вычислений:

L- = [6,344×10�2, 6,391×10�2]; L+ = [6,531×10�2,
6,578×10�2],
следовательно,

L= [6,344×10�2, 6,578×10�2].
Затраты времени на вычисления того же поряд�

ка, что в первом примере.
Пример 3. Рассмотрим расчет магнитной цепи

интервальным методом для случая, когда магнито�
движущая сила и поток в магнитопроводе заданы,
а длина стержней неизвестна. Исходные данные
заданы как точным образом, так и в интервальном
виде. Исходные данные: поток в воздушном зазоре

Ф(0) = 0,35×10�3 Вб, начальное значение магнитно�
го напряжения U(0) = 0,8×104 A, геометрические
параметры магнитной системы:

lосÎ[6,3×10�2, 6,6×10�2], aÎ[1,9×10�2, 2,1×10�2],
bÎ[1,9×10�2, 2,1×10�2]; fÎ[1,5×105, 1,7×105],
dр = 4,8×10�3 м.

Число шагов интегрирования было принято
равным 20, требуемая точность решения нелиней�
ного уравнения в методе стрельбы 0,001, начальное
приближение L = [5×10�2, 9×10�2].

Результаты вычислений:

L- = [5,422×10�2, 5,426×10�2], L+ = [8,672×10�2,
8,680×10�2],
следовательно,

L = [5,422×10�2, 8,680×10�2].

Более простым и во многих случаях эффектив�
ным подходом к решению задач с учетом неустра�
нимой погрешности является комбинирование точ�
ных и асимптотически двусторонних методов. Со�
гласно [2] учет неустранимой погрешности можно
осуществлять точным образом на основе принципа
максимума, а решение соответствующей системы
ОДУ находить асимптотически двусторонним ме�
тодом.

Пример 4. Расчет магнитной цепи с учетом не�
устранимой погрешности с помощью конечно�раз�
ностной схемы рядов Тейлора второго порядка
точности. Оценка погрешности метода осуществля�
ется с помощью экстраполяции по Ричардсону.

Магнитодвижущая сила и поток в магнитопро�
воде заданы, а длина стержней неизвестна. Исход�
ные данные заданы в вещественном и интерваль�
ном виде (см. условие примера 3).

Результаты вычислений следующие.
При шаге интегрирования h= 0 01,

Lh = [5,439×10�2, 8,089×10�2].
При вдвое меньшем шаге h / 2= [5,461×10�2,

7,974×10�2].
Формулы экстраполяции по Ричардсону имеют

вид:

L L c h oh
± ± ±= + +2 1 1( ( )), h ® 0, c± = const;

c h L Lh h
± - ± ± -» - -2

2
21 2( ) / ( )/ .

Следовательно,

c- » 2,911, c+ »- 15,33, L Lh
- -- »2,911×10�4,

L Lh
+ +- »- 1,533×10�3, L Lh

- -- »/2 7,278×10�5,

L Lh
+ +- »-/2 3,833×10�4.

Асимптотически двустороннее решение из�за
более высокого порядка метода оказалось несколь�
ко точнее, чем интервальное из примера 3.
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Рис. 2. Графики двусторонних оценок магнитной индукции (а),
магнитного напряжения (б), а также ширины интервальных ре�
шений (в)



Выводы. 1. Рассмотрены вопросы расчета маг�
нитных цепей с гарантированной точностью с уче�
том погрешностей в исходных данных. Поскольку
на практике проектирования исходные данные за�
даются, как правило, приближенно, то соответст�
вующая задача является актуальной. Сформулиро�
ваны двусторонние и интервальные методы для ре�
шения соответствующей краевой задачи.

2. Установлено, что наиболее простым и эффек�
тивным подходом, как правило, является комбини�
рование точных и асимптотически двусторонних
методов. Неустранимую погрешность целесообраз�
но учитывать точным образом на основе принципа
максимума, а численное решение соответствую�
щей системы ОДУ находить асимптотически дву�
сторонним методом.

3. Разработанные методы, алгоритмы и про�
граммы могут применяться при автоматизирован�
ном проектировании с гарантированной точностью
систем автоматики и телемеханики, содержащих
магнитные цепи.
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