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Высокоэнергетические постоянные магниты из
редкоземельных элементов имеют магнитную про�
ницаемость, близкую к воздуху. Например, для
Ne�Fe�B магнитов с Br = 11, Тл и HcB = 850 кА/м от�
носительная магнитная проницаемость
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Поэтому магнитное поле в активной зоне элек�
трической машины с такими магнитами можно
рассчитать, полагая пространство, занятое магни�
тами, воздушной средой. Будем считать в дальней�
шем, что рабочая точка на кривой возврата магни�
та находится во втором квадранте, а сама кривая в
этом квадранте линейна. Микроскопические свя�
занные молекулярные токи (амперовы токи) в теле
постоянного магнита, компенсируя друг друга, вы�
зывают появление поверхностных токов [1, 2]. По�
лагаем, что плоскопараллельное магнитное поле
призматического магнита с прямоугольным попе�
речным сечением создаётся встречными токами I
двух параллельных шин высотой 2b h= м (hм – вы�
сота магнита в направлении его намагниченности),
толщиной a, находящихся на расстоянии ширины
магнита bм (рис. 1,а).

При расположении магнитной призмы в воз�
душном зазоре электрической машины и с закреп�
лением её нижнего торца на ярме ротора следует
принять в расчёт также дополнительные источники
магнитного поля ротора, являющиеся зеркальными
отображениями исходных шин в ферромагнитных

массивах сердечников статора и ротора [3]. Кор�
ректный учёт этих источников возможен, если воз�
душная среда с исходными шинами имеет гладкие
(без пазовых впадин) ферромагнитные границы.
Выполнение этого условия возможно при кон�
формном отображении зубчатого воздушного зазо�
ра на бесконечную полосу.

При указанном конформном отображении воз�
можен и другой подход, при котором источники
магнитного поля ротора и статора представляются
периодическими функциями скалярного магнитно�
го потенциала, связанными с границами бесконеч�
ной полосы, а также дополнительными полями во
внутренних областях полосы, в которых плотности
тока отличны от нуля.

Расчёт магнитного поля в немагнитном зазоре с
односторонней зубчатостью. При односторонней
зубчатости немагнитного зазора между сердечника�
ми статора и ротора применение конформных ото�
бражений активной области позволяет аналитиче�
скими средствами рассчитать в ней магнитное поле
с точностью, не уступающей точности численных
методов. При этом вихревые источники магнитно�
го поля будут сведены к скалярным магнитным по�
тенциалам, расположенным на границах расчётной
области, и легко рассчитываемым дополнительным
полям в зонах с плотностью тока, отличной от
нуля. Этот результат достигается благодаря исполь�
зованию периодической функции комплексного
магнитного потенциала в бесконечной полосе ши�
риной d, являющейся образом зубчатого воздушно�
го зазора.

Периодическая комплексная потенциальная функ�
ция может быть положена в основу аналитического
расчета характеристик магнитоэлектрических ма�
шин с односторонней зубчатостью воздушного зазо�
ра, который конформно отображается на бесконеч�
ную полосу с гладкими границами. Анализируется
значение коэффициента Картера для рассматривае�
мых машин. Сравниваются результаты аналитиче�
ского и численного расчетов магнитного поля и элек�
тромагнитного момента.

К л ю ч е в ы е с л о в а: магнитоэлектрическая
машина, воздушный зазор, магнитное поле, расчет,
периодическая комплексная потенциальная функция

A periodic complex potential function can be used as a
basis for analytically calculating the characteristics of
magnetoelectric machines having a unilaterally toothed
air gap, which is conformally mapped on an infinite belt
with smooth boundaries. The value of Carter coefficient is
analyzed for the considered machines. The results of
analytic and numerical calculations of the magnetic field
and electromagnetic torque are compared with each other.
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Расчетная область охватывает одно зубцовое де�
ление статора с учётом воздействия на неё источ�
ников поля соседних зубцовых делений, которое,
как показано в [4], достаточно для адекватного
описания магнитного поля в зоне рассматриваемо�
го зубцового деления.

Конфигурация воздушного зазора в исходной
(физической) плоскости z показана на рис. 2,а.
Конформное отображение этой области на верх�
нюю половину комплексной плоскости t j= +x h из�
вестно [5]:
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Верхняя половина комплексной плоскости t
(рис. 2,б) может быть конформно отображена на
бесконечную горизонтальную полосу шириной d в
комплексной плоскости s j= +t s с помощью выра�
жения [5]:

s t=
2d
p

arth . (3)

Источники магнитного поля – проводники с
током I в пазах статора и тонкие шины высотой
hм со встречными токами I м на поверхности ярма
ротора (рис. 2) – могут быть заменены скалярными
магнитными потенциалами на границах зазора и
дополнительной напряженностью H0 магнитного
поля внутри указанных проводников [6]. На
рис. 2,а показана конфигурация дополнительного
поля H0 0= H x внутри паза статора. Аналогичные
поля могут учитываться и внутри тонких магнит�
ных шин на роторе.

Как известно, скалярный магнитный потенциал
является инвариантом конформного преобразова�
ния [7], т.е. его значение будет одним и тем же как
для исходной точки, так и для её образа. Возмож�
ный характер распределения потенциала на сторо�
нах бесконечной полосы, из которых верхняя сто�
рона относится к статору, а нижняя – к ротору,
показан на рис. 2,в. В общем случае с учетом спе�
цифики конструкций обмотки статора и характера
расположения магнитов на ярме ротора распреде�
ление потенциалов на сторонах полосы в ком�
плексной плоскости s j= +t s можно представить
тригонометрическими рядами с наличием косинус�
ных и синусных слагаемых:
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Рис. 1. Поверхностные токи призматического магнита с прямо�
угольным поперечным сечением, протекающие по тонким ши�
нам (а); поверхностные токи в местах стыка разнополюсных
магнитов (б); кривая МДС магнитов индуктора (в)

Рис. 2. К расчёту магнитного поля в немагнитном зазоре: а –
конфигурация расчётной области в исходной (физической)
плоскости z; б — верхняя полуплоскость t — конформный об�
раз расчётной области; в — бесконечная полоса шириной d в
плоскости s — конформный образ расчётной области
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Известно общее решение граничной задачи Ди�
рихле для бесконечной полосы при периодическом
изменении магнитного потенциала в виде прямо�
угольного синуса на одной граничной стороне (на�
пример, для которой s= 0), полученное методом
разделения переменных [8]:
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где a p t= / s ; t s – полюсное деление в комплекс�
ной плоскости s; d – ширина полосы.

Считая зависимость (5) (после умножения её на
мнимую единицу j) скалярным магнитным по�
тенциалом и вычисляя сопряженную ей гармониче�
скую функцию магнитного потока n t s( , ), получаем
комплексный скалярный магнитный потенциал для
бесконечной полосы плоскости s: w s ju( ) ( , ) ( , )= +n t s t s .

Например, комплексный скалярный магнитный
потенциал для магнитных шин ротора примени�
тельно к основной косинусной гармонике выраже�
ния (4) будет иметь вид [7]:
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Тогда для комплексного скалярного магнитного
потенциала, вызванного токами шин ротора с
учётом всего спектра косинусных гармоник, полу�
чим
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Аналогично можно записать выражение для
комплексного скалярного магнитного потенциала,
обусловленного синусными гармониками выраже�
ния (4):
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где
&
s j= -t d – комплексно�сопряжённый вектор.

Выражение (7) можно записать в комплекс�
но�сопряжённой форме:
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Комплексные скалярные магнитные потенциа�
лы, созданные суммарным током I рассматривае�
мого паза статора и действующие на верхней гра�
нице бесконечной полосы шириной d, описывают�
ся формулами, похожими на (6), (8):
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Аналогичные формулы для соседних пазов бу�
дут иметь вид:
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где I л(п) – суммарные токи левого (правого) сосед�
него паза; ts – образ зубцового деления в плоско�
сти s.

Для комплексно�сопряжённого вектора магнит�
ной индукции в исходной (физической) плоскости
справедливо:
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Из этого выражения с учетом (2), (3) и (6) мо�
жем получить формулу для магнитной индукции,
созданной косинусными гармониками скалярного
магнитного потенциала магнитов ротора:
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Поскольку [7]
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то с помощью (2), (3) и (8) можем получить выра�
жение для магнитной индукции, созданной синус�
ными гармониками скалярного магнитного потен�
циала магнитов ротора:
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Формулы (12), (13) определяют магнитные ин�

дукции от потенциальных источников магнитного
поля на роторе. Мнимая составляющая в них есть
проекция вектора индукции на ось y (радиальная
индукция), вещественная составляющая – на ось х
(тангенциальная индукция). К ним следует доба�
вить дополнительную (вихревую) составляющую
индукции
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где знаки (±) соответствуют магнитным шинам с
токами, направленными соответственно к нам (+)
и от нас (–); b – толщина магнитной шины.

Дополнительное магнитное поле присутствует в
областях с плотностью тока, отличной от нуля. По�
скольку толщина магнитных шин составляет доли
миллиметра, то зоны с дополнительным полем от
токов этих шин невелики. Однако дополнительное
поле, имеющее тангенциальное направление, сле�
дует учитывать при расчёте электромагнитного мо�
мента магнитоэлектрической машины.

Потенциальное магнитное поле, созданное об�
моткой статора в активной зоне рассматриваемого
паза, находим аналогичным образом, используя (2),
(3), (9)–(11). Кроме этого поля в зоне сечения про�
водника статора с током I будет существовать до�
полнительное магнитное поле по оси x (рис. 2,а):
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где hк – высота пазового клина; hпр – высота об�
ласти паза, занятой проводниками (в которой
плотность тока не равна нулю и одинакова для всех
точек области); I – суммарный ток паза; bп – ши�
рина паза.

Рассмотрим расчёт магнитного поля в воздуш�
ном зазоре однофазного магнитоэлектрического
двигателя со специфическим расположением маг�
нитов, обеспечивающим предпусковую фиксацию
положения ротора [9]. С этой целью удалены маг�
ниты на одной трети магнитного периода. Кривая
МДС ротора будет содержать только синусные гар�
моники. Функция скалярного магнитного потен�
циала в бесконечной полосе плоскости s может
быть представлена тригонометрическим рядом (8) с
коэффициентами
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При обесточенной обмотке статора магнитная
индукция в исходной области будет определяться

по (13), в которой следует принять: d= × -4 5 10 3, м;

l
d2

2

1
2

2 12= +
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ =

bп
, ; bп = × -8 5 10 3, м; I м = 3320 А;

a p t= =/ s 211,84.
Результаты численного расчёта магнитного поля

двигателя известны [9], его параметры: nн = 3000
об/мин; Mн = 0,8 Н×м; I = 20 А; 2 12p= ; число зуб�
цов статора Z= 12; число витков в катушке wк = 9;
зубцовое деление tz = 25 4, мм; ширина паза hп = 8 5,
мм; воздушный зазор dв = 0 5, мм; магнитопласто�
вые магниты имеют высоту hм = 4 мм; ширину

bм = 171, мм; коэрцитивную силу HcB = ×415 103 А/м;

полный ток магнитной шины в зоне стыка сосед�
них разнополярных магнитов

I h H cBм м= = × × × × =-2 2 4 10 415 10 33203 3 А.

На рис. 3 представлены результаты численного
и аналитического расчётов.

Электромагнитный момент «залипания» ротора.
Формулы (12) или (13) позволяют определить ради�
альную и тангенциальную составляющие магнит�
ной индукции на поверхности магнитов и, следова�
тельно, рассчитать реактивный электромагнитный
момент (момент «залипания» ротора) по универ�
сальной формуле метода натяжений [10]:

M
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2

m t
t
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На рис. 4 представлены результаты расчёта ре�
активного момента M M= ( )J в функции углового
положения ротора J, изменяемого в пределах маг�
нитного периода применительно к рассматривае�
мому вентильному двигателю. Видим, что кривая
момента имеет три точки и один интервал перехода
через нуль, из которых только два нулевых момен�
та будут устойчивыми. Двигатель имеет 6 магнит�
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ных периодов, поэтому полное число устойчивых
фиксаций ротора за оборот будет равно 12; оно
совпадает с числом зубцов статора.

Коэффициент Картера. Этот коэффициент ра�
вен отношению максимальной индукции Bmax на
зубцовом делении tz к её среднему значению B0.
Согласно классическому определению этого коэф�
фициента [11] значение Bmax определяется на не�
возбуждённой беспазовой стороне воздушного за�
зора с односторонней зубчатостью. Противополож�
ная сторона имеет во всех её точках одинаковый
однополярный (не периодический) скалярный маг�
нитный потенциал.

Будем полагать, что магнитный индуктор сим�
метричен, имеет полюсное деление t z b= м , равное
ширине магнита, и его функция скалярного маг�
нитного потенциала u x y( , ) содержит только коси�
нусные (четные) гармоники (рис. 2):

w s
I a n s j

n
n

n
cos ( )

sin[ ( )]
= -

-

=

¥
åм

2 sh

a d
ad1

.

Согласно (6) комплексно�сопряжённое значе�
ние магнитной индукции на невозбужденной сто�
роне бесконечной полосы плоскости s равно:

B s j j
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j I na n
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* cos( )
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12
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sh
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(17)

Это чисто мнимый вектор, при смене его знака
получим

B s j
j I na n

n
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n
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¥
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0

12
м

sh
. (18)

Тогда среднее значение индукции B0 на отрезке
ts , являющимся образом длины зубцового деления
tz , будет равно:
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Как известно, магнитный поток является инва�
риантом конформного преобразования, поэтому
справедливо равенство

B t B ts s z0 0= ,
откуда следует:
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При сравнительно большом немагнитном (эк�
вивалентном) зазоре d d= +hм в максимум индук�
ции, приходящийся на области с центром в середи�
не зубцов (в нашем случае с центром в точках
x tz= ± / 2), может не достигать предельного очевид�
ного значения

B j
I

max = m
d0 2
м . (21)

Известно, что края этих областей отстоят от
краёв паза примерно на 2d [7], поэтому при расчёте
коэффициента Картера следует отказаться в общем
случае от использования (21) для определения мак�
симального значения магнитной индукции.

При ширине магнита bм , равной или большей
значения t bz + 2 (b – толщина магнитной шины од�
ного магнита), индукция всегда будет максимальна
в точках x tz= ± / 2; при b tzм = обмотка статора бу�
дет иметь q= 1.

С помощью (12) можем найти максимальное
значение магнитной индукции на статорном «бере�
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Рис. 3. Радиальная составляющая магнитной индукции в воз�
душном зазоре магнитоэлектрического вентильного двигателя:
а – на поверхности расточки статора; б – на наружной поверх�
ности магнита; 1 – аналитический расчёт; 2 – численный
расчёт
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Рис. 4. Электромагнитный момент обесточенного магнитоэлек�
трического двигателя



гу» воздушного зазора в точке z t jz= +( / )2 d, обра�

зом которой являются точки t m= <x l и s
t

j
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d

на плоскостях t и s:
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Из (20), (22) получим формулу для коэффици�
ента Картера:
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Для периодической чётной функции магнитно�
го потенциала, показанной на рис 2,в, имеем:
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где bs – толщина шины в комплексной плоскости s.
Формула (23) определяет коэффициент Картера

при периодическом характере возбуждения индук�
тора. В частности, если в (22) устремим ширину
полюсного деления t s к бесконечности, то полу�
чим условия формирования магнитного поля, при
которых определялась классическая формула для
коэффициента Картера (все точки ярма ротора
имеют одинаковый однополярный скалярный маг�
нитный потенциал u I= м / 2). В этом случае пара�
метр a p t= / s будет стремиться к нулю, точка xm
– к единице, а сама формула (22) примет вид из�
вестного выражения (21). В этих условиях анало�
гичный анализ выражения (20) для среднего значе�
ния индукции дает формулу:
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В результате формула Картера для классических
условий получит простой вид:
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Рихтер Р., основываясь на трудах Фрея, приводит
следующее выражение для среднего значения маг�
нитной индукции B0 на зубцовом делении [11, 12]:
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Из (26) следует:
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Это выражение коэффициента Картера является
общеупотребительным для воздушного зазора с од�
носторонней зубчатостью [11]. Формула (25) дает
ещё одну интерпретацию этого коэффициента (бо�
лее компактную и физически более содержатель�
ную) применительно к классическому заданию
скалярных магнитных потенциалов статора и рото�
ра. Из сравнения (25) и (27) также следует, что
длина отрезка ts – образа зубцового деления tz в
комплексной плоскости s – равна:

t ts z= - gd. (28)

На рис. 5 показаны кривые магнитной индук�
ции на трех различных окружностях воздушного
зазора при практически однополярном (неперио�
дическом) его намагничивании (коэффициент
a p t= / s был взят на порядок меньше штатного
значения).

Следует отметить, что для всех трех кривых
рис. 5 средние значения магнитной индукции B0 на
зубцовом делении статора tz и коэффициенты Кар�
тера, подсчитанные по (23) и (25), оказались оди�
наковыми, что соответствует физике явления. Од�
нако значения коэффициента Картера, вычислен�
ные по этим формулам, оказались примерно на 5%
меньше значения, полученного по выражению
Рихтера (27).

О методе удельной магнитной проводимости.
Если полагать, что границы бесконечной полосы в
комплексной плоскости s имеют фиксированную
разность магнитных потенциалов uм , то магнитное
поле в этой полосе будет равномерным, униполяр�
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Рис. 5. Радиальная составляющая магнитной индукции на ок�
ружностях в немагнитном зазоре при его униполярном намаг�
ничивании. Окружности проходят: по наружной поверхности
магнитов (сплошная кривая); по наружной поверхности ярма
ротора (штриховая кривая); по поверхности расточки статора
(пунктирная кривая)



ным, описываемым скалярным непериодическим
магнитным потенциалом

w s v ju
u

s( )= + = м

d
, (29)

где v – функция магнитного потока; u – функция
скалярного магнитного потенциала.

Поскольку s j= +t s, получим из (29):

v
u

= м

d
t ; u

u
= м

d
s. (30)

Из второй формулы (30) видим, что действи�
тельно магнитный потенциал статора (s d= ) равен
uм , а ротора (s= 0) имеет нулевое значение. Ис�
пользуя выражения конформной связи (3) и (2)
плоскостей s и t, t и z, найдем магнитную индук�
цию в плоскости z по (11):

B x u xn n( ) ( )= м L d ; B x u xt dt( ) ( )= м L , (31)

где L dn x( ), L dt ( )x – удельные нормальные (ради�
альные) и касательные (тангенциальные) проводи�
мости воздушного зазора.

Такой подход лежит в основе метода удельной
магнитной проводимости [13]. Метод предполага�
ет, что разность магнитных потенциалов сердечни�
ков может быть не постоянной, а изменяться в
функции тангенциальной координаты x. В этом
случае нарушается исходный принцип получения
формул (31): поле в плоскости s должно быть рав�
номерным.

Анализ применения формул (31) показывает
[14], что первая формула достаточно точно воспро�
изводит радиальное магнитное поле, а поле танген�
циальное рассчитывается по второй формуле не�
достаточно адекватно (учитывается только влияние
зубчатости воздушного зазора, но не учитывается
наличие тангенциальной составляющей у магнит�
ного потенциала). По этой причине на основе ме�
тода удельной магнитной проводимости не удается
корректно рассчитывать электромагнитный момент
методом натяжений по (16), содержащей на�
пряжённость поперечного (тангенциального) маг�
нитного поля.

Выводы. 1. Конформное отображение немаг�
нитного зазора магнитоэлектрической машины с
односторонней зубчатостью на гладкую бесконеч�
ную полосу с заданием в ней периодической функ�
ции скалярного магнитного потенциала составляет
универсальную основу для аналитического расчёта
магнитного поля в воздушном зазоре.

2. Расчёт магнитного поля в воздушном зазоре с
помощью функции скалярного магнитного потен�

циала, полученной при допущении равномерности
поля в бесконечной полосе, недостаточно универ�
сален. Он составляет теоретическую основу метода
удельной магнитной проводимости и дает доста�
точно корректные результаты при расчёте радиаль�
ного магнитного поля.
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