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Для магнитно�импульсной обработки метал�
лов (МИОМ) широко используются плоские од�
новитковые соленоиды [1–3]. В известных пуб�
ликациях по электродинамическим расчётам
эти соленоиды представляются замкнутыми
круговыми контурами, что позволяет ввести ус�
ловие аксиальной симметрии и существенно
упростить решение задачи о поле изолирован�
ного витка на поверхности металлического объ�
екта (это может быть и проводящее полупро�

странство, и тонкая пластина) [4–6]. В действи�
тельности виток не может быть замкнутым кру�
говым контуром, поскольку он является эле�
ментом, последовательно включаемым в цепь
источника мощности. Он имеет разрез, и функ�
ция, описывающая азимутальное распределение
возбуждающего тока, терпит разрыв второго
рода. Поэтому в дальнейшем одинаково спра�
ведливы термины «виток с разрезом» или «ви�
ток с разрывом».
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* * *

Проведен расчёт трехмерной электродинамиче�
ской задачи пространственно�временного распределе�
ния вихревых токов, возбуждаемых полем плоского
кругового витка с разрезом. Получены аналитические
выражения для расчета азимутальной и радиальной
составляющих плотности индуцированного тока в
массивном металлическом листе. Построены эпюры
амплитудно�пространственного распределения плот�
ности индуцированного тока.

К л ю ч е в ы е с л о в а : одновитковый индуктор,
магнитно�импульсная обработка металлов, плот�
ность индуцированного тока, напряженность поля

A 3D electrodynamic problem of spatial�and�time
distribution of eddy currents excited by the field created
by a flat circular turn with a cut is calculated. Analytical
expressions for calculating the azimuth and radial
components of the density of current induced in a bulk
metal sheet are obtained. Graphs of amplitude�and�spatial
distribution of the induced current density are constructed.

K e y w o r d s : single�turn inductor, processing of
metals, induced current, magnetic field strength

Поправка
В статье Цицикяна Г.Н. «Полная мощность и коэффициент мощности… («Электричество»,

2010, №7) замечены следующие опечатки: на с. 49 во второй колонке снизу вместо ([u], [ ]i t )

должно быть ([v], [ ]i t ); вместо ([u], [ ]i t ) в выделенной строке для мощности ([u], [ ]v t )=0; двумя

строчками выше должно быть [v] вместо [i]; на с. 50 в девятой строке сверху в первой колонке

должно быть [ ]i , [ ]i t ; в формуле (2) следует вертикальную черту заменить на плюс; на рис. 2 ме�

дианы треугольника должны пересекаться в одной точке; на с. 53 в первой колонке во второй
строке таблицы численных значений должно быть всюду 1,0; в приложении в восьмой строке

сверху должно бытьUk kcos j ; перед выводами в строке после (П�2) должна стоять величинаU 2 .



Приближение аксиальной симметрии нарушает�
ся тем больше, чем больше требуемое по конструк�
тивным соображениям расстояние между электри�
ческими выводами к источнику мощности. В ко�
нечном итоге нарушение аксиальной симметрии
приводит к неадекватности широко применяемой
симметричной модели расчёта реальным системам
«виток – проводящий объект».

Обращаясь к проблемам МИОМ, следует под�
черкнуть актуальность исследований именно систем
«одновитковый индуктор – проводящая среда», по�
скольку последние представляют собой типичные
конструкции инструментов, например для плоской
штамповки [7]. Понятно, что нарушение аксиаль�
ной симметрии формы источника поля – индуктора
приводит к искажению силового воздействия на об�
рабатываемый объект, что объясняет многие не�
удачные применения электромагнитных полей для
решения насущных технологических задач.

В статье решается трехмерная электродинами�
ческая задача пространственно�временного распре�
деления вихревых токов, возбуждаемых полем
плоского «незамкнутого» кругового витка в мас�
сивном проводнике с высоким значением удельной
электропроводности.
Постановка и аналитическое решение задачи.

Расчётная модель представлена на рис. 1, где на�
правляющие орты координат в выбранной цилинд�
рической системе координат.

Реальный виток, безусловно, имеет конечную
ширину. Но в постановке задачи будем считать его
бесконечно тонким. Данное приближение позволит
наиболее ярко высветить роль именно разреза и

избежать неоднозначности в интерпретации рас�
чётных результатов, обусловленной конечными ра�
диальными размерами индуктора в зоне «разреза».

Примем следующие допущения.
Бесконечно протяжённый в поперечных на�

правлениях металлический лист – объект обработ�
ки выполнен из немагнитного идеального провод�
ника.

Виток индуктора радиусом R расположен над
поверхностью металлического листа на расстоянии
h, поперечные размеры токопровода витка доста�
точно малы, так что d ® 0, и математически его по�
ложение в координатах { , }z r можно описать произ�
ведением дельта�функций Дирака: d d( ) ( )z h r R- - .

Токопровод витка в местах подключения к ис�
точнику имеет радиальный разрез, математически
описываемый функцией азимутального угла с раз�
рывом первого рода (типа «скачок»):

f ( ) ( ) ( ))j h j j h j - 2p- j0 0= - - ,

где h j )( – ступенчатая функция Хевисайда; 2 0j -
ширина разреза, выраженная в единицах измере�
ния азимутального угла.

По витку протекает азимутальный ток с плотно�
стью

j t r z j j t r R z h fi mj , j , ) d d j )( , , ( ) ( ) ( ) (= - - ,

где jm - амплитуда плотности; j t( )- ее временная
зависимость.

Примечание. Подчеркнем, что допущение о фор�
ме импульса возбуждающего тока с азимутальным
разрывом первого рода исключает влияние токо�
подводов к витку, но не противоречит требованию
непрерывности линий тока. Принятая модель
расчёта предполагает их замкнутость в элементах
разрядного контура (рис.1), частью которого явля�
ется и токопровод витка, а не в пространстве меж�
ду местами его подсоединения к источнику за счёт
априори пренебрежимо малых токов смещения.

Согласно принятым допущениям в системе воз�
буждается магнитное поле с вектором напряжённо�

сти
�

H H H Hr z= ¹ ¹ ¹{ , , }0 0 0j .

Тогда уравнения Максвелла запишем в таком
виде [8]:
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Из системы (1) получаем уравнения в частных
производных для нетривиальных компонент векто�
ра напряжённости магнитного поля:
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Рис. 1. Плоский «незамкнутый» виток над мас�
сивным металлическим листом
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Учитывая азимутальную зависимость тока в
витке, его можно представить разложением по ко�
синусам кратных дуг [9]:
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Интегрируя дифференциальное уравнение (2),
находим нормальную компоненту напряжённости
магнитного поля, возбуждаемого в рассматривае�
мой системе [9]:
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n�го порядка; l - параметр преобразования.
Из уравнения (3) с помощью (6) определяем

азимутальную компоненту H t r zj j , )( , , :
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Отметим, что при интегрировании по перемен�
ной z в зависимости (3) произвольная постоянная
интегрирования принята равной нулю, чтобы удов�
летворить условию lim ( , ,

z
H t r z

® ¥ j j , )= 0.

Из выражений (4) и (7) находим радиальную
компоненту напряжённости магнитного поля:
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Как известно, на поверхности идеального про�
водника модули компонент плотности возбуждае�
мых токов равны модулям соответствующих со�
ставляющих вектора напряжённости магнитного
поля.

С помощью (8) при учёте взаимного расположе�
ния направляющих ортов в выбранной системе ко�
ординат (согласно рис. 1) определяем, что

j t r j j t K
dJ r

dr
nm n

n

n
j j )= - ( l

l
j( , , ( )) ( )

( )
cos( )

=

¥
å

é

ë
ê
ê

ù

0 û
ú
ú
´

¥
ò
0

´
-e

d
hl

l
l , (9)

Достоверность выражения (9) можно установить
предельным переходом к зависимости, которая мо�
жет быть получена из формул монографии
Г.А. Шнеерсона для поля аксиально�симметричного
витка над идеально проводящим пространством [8].

Так, для «замкнутого» витка с j 0 0» зависи�
мость (9) принимает вид:

j t r j j t R J R J r e dm
h

j
lj )= - ( l l l l( , , ( )) ( ) ( )1 1

0

-
¥
ò .(10)

1) Следует отметить: результат (10) полностью
совпадает с выражением для азимутальной компо�
ненты вихревого тока, найденным в приближении
аксиальной симметрии;

2) при h= 0 выражение (10) преобразуется к
виду:

j t r j j t RJ R J r dmj j )= - ( l l l l( , , ( )) [ ( )] ( )1 1
0

¥
ò =

= - ( d l l l lj j t r R J r dr J r dm ( )) [ ( ) ( ) ] ( )- =
¥¥
òò
0

1 1
0

= - ( dj j t r Rm ( )) ( )- . (11)

Конечный результат преобразований в (11) с
точностью до знака совпадает с выражением для
возбуждающего тока в постановке задачи, что фи�
зически означает равенство значений индуциро�
ванного тока и тока индуктора, когда расстояние
между индукторами и идеально проводящим объ�
ектом ничтожно мало.

Аналогичным образом с помощью (7) записыва�
ем выражение для радиальной составляющей ли�
нейной плотности вихревого тока на поверхности
проводника:
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Как следует из полученных выражений для
компонент индуцированных токов, их временные
зависимости совпадают с временной функцией
тока в индукторе, что также согласуется с вывода�
ми известных работ.

Для удобства в расчётах распределения вихре�
вых токов на поверхности пластины целесообразно
ввести безразмерную переменную интегрирования
x R= l , xÎ ¥[ , ]0 и расчёты проводить для относи�
тельных величин.

В этом случае для компонент вихревого тока
получаем:

j
r

R
F nn

n
j j j j-

=

¥æ
è
ç ö

ø
÷= ´åотн , ( )cos( )0

0

´
æ
è
ç ö

ø
÷-

æ
è
ç ö

ø
÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷- +
-¥

ò f x J x
r

R
J x

r

R
e dn n n

x
h

R( ) 1 1
0

x

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú; (13)

j
r

R
nF nr n

n
-

=

¥æ
è
ç ö

ø
÷= ´åотн , ( )sin( )j j j0

0

´

æ
è
ç ö

ø
÷

æ
è
ç ö
ø
÷

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

-¥
ò f x

J x
r

R

r

R

e

x
dxn

n
x
h

R
( )

0
, (14)

где F

n

n
n

n
n ( )

sin( )
, ;

, ;

j

j
p

j
p

0

0

0

2
0

1 0

=
-
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ¹

-
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ =

ì

í
ï
ï

î
ï
ï

f x
x
J x J xn n n( ) [ ( ) ( )]= -- +4 1 1 .

Полный ток, индуцированный в металлической
пластине, будет определяться как корень квадрат�
ный из суммы квадратов составляющих:
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Численные оценки индуцированных токов. Вы�
числения амплитудно�пространственного распре�
деления вихревых токов, возбуждаемых «незамк�
нутым» одновитковым индуктором в идеально
проводящем металлическом объекте, проведём для
постоянного воздушного зазора между ними, рав�

ного h R/ ,= 01. Изменение данного значения зазора
и исследование его влияния не представляют инте�
реса, поскольку из априорных физических сообра�
жений очевидна роль этого параметра системы.

Особый интерес для практики в первую очередь
вызывают оценки влияния размеров разреза в вит�
ке на амплитуды и распределения индуцированных
токов.

Как это видно из рис. 1, значение величины
разреза («разрыва») определяется в единицах изме�
рения азимутального угла 2 0j . При расчётах более
предпочтительным и репрезентативным представ�
ляется введение относительной ширины разреза,
определяемой как q j p= 2 20 / (фактически отноше�
ние длины дуги, соответствующей углу разреза, к
длине окружности всего витка в целом).

Графическую иллюстрацию исследуемых про�
цессов представим в виде объёмных эпюр, которые
наглядно представляют распределение плотности
возбуждаемых вихревых токов по пространствен�
ным координатам (на шкале слева указаны ампли�
туды в относительных единицах). Расчётные зави�
симости будут даны в виде эпюр двух видов.

Первая из них соответствует представлению в
естественной цилиндрической системе координат,
непосредственно связанной с геометрией витка ин�
дуктора. Вторая представляет собой развёртку ци�
линдрической интерпретации, но в декартовой
прямоугольной системе координат. Наиболее ил�
люстративные эпюры представлены на рис. 2–4.

Вычисления плотности полного тока, индуци�
рованного в проводнике, проводились по форму�
лам (13)–(15).

Перейдём к компонентам вектора плотности
тока, индуцированного в проводнике. Вычисления
азимутальной и радиальной компонент проводи�
лись по формулам (13) и (14).

Так же как и ранее, графическую иллюстрацию
исследуемых процессов оформим в виде объёмных
эпюр. Для лучшего визуального восприятия компо�
ненты вектора плотности тока расположены рядом
(рис. 5 и 6).

Сформулируем основные результаты проведен�
ных вычислений.

В зоне под разрезом в витке отмечается сущест�
венное нарушение однородности пространственно�
го распределения плотности индуцированных то�
ков и уменьшение их амплитудных значений, что
делает недопустимым использование приближения
аксиальной симметрии в расчётах одновитковых
индукторных систем.

Следствием отмеченной неоднородности про�
странственного распределения является, в первую
очередь, снижение интегрального значения инду�
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цированного тока как векторной суммы компо�
нент.

Физически возбуждение вихревых токов в про�
воднике внешним полем цилиндрического витка
можно интерпретировать как процесс протекания

индуцированного тока в замкнутом контуре с не�
которым эквивалентным сопротивлением.

Значение эквивалентного сопротивления опре�
деляет амплитуду индуцированного тока, при этом
оно обусловлено не только совокупностью извест�

«ЭЛЕКТРИЧЕСТВО» № 12/2011 Цилиндрический виток индуктора с разрезом 57

Цилиндрическая эпюра Плоская развертка цилиндрической эпюры

1,0

0,5

0

А

А
Вид в направлении “ ”А�А

А
А

1,0

0,5

0

а) б)

Рис. 2. Объёмные эпюры амплитудно�пространственного распределения плотности полного
тока, индуцированного замкнутым витком, q= 0: а – объёмная эпюра в цилиндрической систе�
ме координат; б – объёмная развёртка эпюры в декартовой прямоугольной системе координат

Рис. 3. Объёмные эпюры амплитудно�пространственного распределения плотности полного тока, ин�
дуцированного витком с «разрывом», q= 02, : а – объёмная эпюра в цилиндрической системе коорди�
нат; б – объёмная развёртка эпюры в декартовой прямоугольной системе координат
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Рис. 4. Объёмные эпюры амплитудно�пространственного распределения плотности полного тока, ин�
дуцированного витком с «разрывом», q » 05, ; а – объёмная эпюра в цилиндрической системе коорди�
нат; б – объёмная развёртка эпюры в декартовой прямоугольной системе координат



ных факторов (пространственная ориентация витка
и поверхности проводника, а также расстояние ме�
жду ними), но и асимметрией витка из�за наличия
разреза для подсоединения токопроводов от источ�
ника мощности.

В рамках изложенной физической модели ста�
новится очевидным, что при минимальной элек�
тромагнитной связи, когда виток перпендикулярен
плоскости проводника или между ними достаточно

большое расстояние, или же довольно большой
разрез, значение эквивалентного сопротивления
стремится к бесконечности, а значение индуциро�
ванного тока стремится к нулю. При максимальной
связи, если плоскости витка и проводника компла�
нарны, расстояние между ними стремится к нулю,
разрез отсутствует, значение эквивалентного со�
противления стремится к нулю, а значение инду�
цированного тока приближается к значению возбу�
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Рис. 5. Пространственные распределения азимутальной (а) и радиальной (б) компонент вектора инду�
цированного тока для q= 02,

Рис. 7. Пространственные распределения сил магнитного давления на проводник при строгой аксиаль�
ной симметрии витка (а) и наличии радиального разреза с относительной шириной q= 02, (б)
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Рис. 6. Пространственные распределения азимутальной (а) и радиальной (б) компонент вектора инду�
цированного тока для q= 05,
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ждающего тока в витке индуктора, но их направле�
ния противоположны.

В аксиально�симметричной системе (виток без
разреза) возбуждается только азимутальная компо�
нента индуцированного тока.

Нарушение аксиальной симметрии (виток с
разрезом) есть причина появления радиальной со�
ставляющей индуцированного тока (эпюры на
рис. 5, 6).

Пространственные максимумы радиальных то�
ков располагаются вблизи краёв разреза в витке и
имеют разные знаки (рис. 5, 6), что говорит об их
протекании в противоположном направлении.

В целом сравнение эпюр индуцированных то�
ков на рис. 3, 4 и 5, 6 показывает, что пространст�
венная форма полного индуцированного тока (как
суммы векторных компонент!) определяется, в ос�
новном, азимутальной составляющей.

В заключение приведём эпюры пространствен�
ного распределения сил магнитного давления, вы�
численные с помощью выражений для индуциро�
ванных токов (формула (15)). В условиях рассмат�
риваемой задачи нет проникновения полей сквозь
идеально проводящий металлический лист. Возбу�
ждаемые силы магнитного давления определяются
как величины, пропорциональные квадрату инду�

цированных токов: P j
r

R
=

æ
è
ç ö

ø
÷отн

2 , j [1, 8].

Как видно из вычислений, наличие разреза в
витке приводит не только к появлению «провала» в
области разреза, но и к снижению амплитуд возбу�
ждаемых электродинамических усилий по контуру
витка.

Отметим, что графические зависимости рис. 7
наглядно иллюстрируют практическое применение
проведенных вычислений для создания действен�
ных инструментов в магнитно�импульсной обра�
ботке металлов.
Выводы. 1. Получены аналитические решения

трёхмерной электродинамической задачи возбуж�
дения вихревых токов в идеально проводящем объ�
екте полем тонкого кругового витка с разрезом.
Несомненными преимуществами предложенных
решений по сравнению с численными аналогами
(например программный продукт ANSYS) является
возможность выделять влияние отдельных факто�
ров для анализа протекающих процессов и отсутст�
вие требований по заданию граничных условий для
вектора электромагнитного поля в непосредствен�
ной окрестности исследуемого объекта.

2. Анализ показал:
в области под разрезом витка существенно на�

рушается однородность пространственного распре�
деления плотности индуцированных токов и сни�
жаются их амплитудные значения;

нарушение аксиальной симметрии витка явля�
ется причиной появления радиальной составляю�
щей индуцированного тока;

пространственная форма полного индуцирован�
ного тока (как суммы векторных компонент!) опре�
деляется в основном азимутальной составляющей.
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