
Континуальные схемотехнические модели
в методе конечных элементов

БУЛАВИН В.Ф.

Схемотехническая реализация метода конечных

элементов (МКЭ) предполагает определение пара-

метров конечного элемента (КЭ) как многополюс-

ника с дальнейшим формированием уравнений

связи между переменными, характеризующими со-

стояние всех КЭ, методами расчета электрических

цепей. Свойства дискретной электрической модели

должны со стороны внешних зажимов быть экви-

валентны состоянию отдельных подобластей. Ос-

новным вопросом при таком подходе является спо-

соб определения параметров КЭ как элемента

электрической цепи.

Вопросы взаимосвязи схемотехники и МКЭ до-

ведены до логически завершенного результата в [1]

и более ранних работах автора, в которых были по-

строены электрические схемы замещения широко-

го набора КЭ для эллиптических уравнений. Од-

нако результатами этих работ являлись модели,

представленные как единственные. Особенность

данной статьи состоит в том, что на примере ли-

нейных элементов показано многообразие схемных

решений, а также сняты все ограничения по форме

КЭ, что позволяет расширить практику примене-

ния «тонких» фрагментов.

Покажем, что схемотехническая модель для КЭ

может быть построена на основе метода инте-

гральных тождеств и соотношения, известного как

формула Грина [2, 3].

Рассмотрим на плоскости неоднородную об-

ласть D, ограниченную контуром дD, поле в кото-

рой описывается через скалярную функцию j ( )N .

Требуется найти решение, удовлетворяющее урав-

нению:

div grad( ) ( ); ( , ) ;

( ( , )),

m j r

j f h x

= - Î

=

N N x y D

MдD

(1)

где m – физический параметр, характеризующий

свойства среды.

Численное решение уравнения (1), например, в

проекционной форме может быть получено из ус-
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Математическим аппаратом для исследования служит формула Грина. В статье получено ре-
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ловия ортогональности невязки [2, 3] базисным

функциям u x yj ( , ), т.е. из уравнений:

( ( ) )div grad(m j rN j
D

u dD+ =ò 0, j N= 12, ,..., , (2)

где j N j j
j

N

x y a u x y( , ) ( , )=
=

å
1

– приближенное реше-

ние.

Редукция (2) приводит к системе алгебраиче-

ских уравнений относительно искомых величин,

что дает решение исходной задачи.

Классический подход получения функций формы.

Для анализа выделим КЭ в виде треугольника

произвольного вида при условии, что узлы распо-

лагаются согласно модели Паскаля (рис. 1), обра-

зуя таким образом упорядоченное семейство [2, 3]

лагранжевых треугольных элементов: а – линей-

ный; б – квадратичный; в – кубический.

Традиционный подход состоит в использовании

полиномиальной функции для приближенного ре-

шения. В пределах каждого конечного элемента

для скалярной функции используется аппроксима-

ция вида

j a a a a a a( , ) ...x y x y xy x y= + + + + + +0 1 2 3 4
2

5
2 ,

где коэффициенты a
k

определяются по значениям

полевой функции в узлах шаблона. Для линейного

КЭ (рис. 1,а) аппроксимация вида

j a a a( , )x y x y= + +0 1 2 (3)

дает для базисных функций и функций формы ре-

зультат в виде [2, 3] (в обозначениях на рис. 2):
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Элементная матрица жесткости может быть оп-

ределена из (2) или, например, из минимума энер-

гетического функционала. В обоих случаях резуль-

тат в базисе (x,y) имеет вид:
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где c1 , c2 – отрезки, на которые делит высота hc
сторону с; S – площадь треугольного симплекс-

элемента.

Синтез линейных базисных функций для сим-

плекс-элемента на основе формулы Грина. Рассмот-

рим вопрос о построении базисных функций с по-

мощью интегрального соотношения – формулы

Грина:
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R x yNM = - + -( ) ( )h x2 2 ; N x y D( , )Î .

Использование соотношения (4) в качестве ге-

нерирующего базисные функции при заданных

граничных условиях первого рода предполагает

первоначальное определение производной по нор-

мали на контуре КЭ, что приводит к необходимо-

сти решения интегрального уравнения первого

рода относительно этой величины.

Примем локальную систему координат, как по-

казано на рис. 2, и рассмотрим построение конеч-

но-элементной схемы на базе соотношения (4). До-

пустим, что среда в пределах КЭ является одно-

родной и изотропной.

Аппроксимируя скалярную функцию вдоль сто-

рон треугольника линейными зависимостями (при

соблюдении условия grad ( =0
l

l

lj N d)ò , где l – ка-

сательное направление вдоль контура КЭ), примем

grad constn ( )j = (n – направление внешней нормали

к контуру КЭ) на каждом из ребер. Выполним ин-

тегрирование в квадратурах контурных интегралов

с использованием трех локальных систем коорди-

нат, ориентированных вдоль сторон треугольника.

Логистика промежуточных преобразований на-

правлена на формирование соотношений, пред-

ставляющих, с одной стороны, линейный разност-

ный аналог фундаментального тождества:
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а с другой стороны, подчинена требованиям вы-

полнения этих соотношений при любых значениях

величин ln( )ri , ln( )r j и ln( )rm в обозначениях на

рис. 2. Окончательно приходим к результату1 (без

учета распределенных поверхностных источников

поля в контуре КЭ) в виде:
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где g b a, , – углы, под которыми из точки N x y D( , )Î

видны отрезки интегрирования (рис. 2).

Для базиса (h xb b, ), связанного со стороной тре-

угольника b, матрица перехода и обратная матрица

определяются как [2, 3]:
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Аналогично для стороны a в системе координат

( ,h xa a) матрица перехода и обратная ей имеют

вид:
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на контуре КЭ найдем, подставив в (6) ко-

ординаты узловых точек, в результате получим:
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Решение (6) удовлетворяет условию одной из

основных теорем теории потенциала – теоремы о

среднем. Действительно, приняв координаты цен-

тра окружности, описанной вокруг КЭ, и учитывая

равенство

-
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ø
÷÷ ´ = -

д

дn
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c

j
j j0 0

* ,

где j
j j

* =
+i j

2
; j 0 – значение функции в центре

окружности; y0 – ордината указанной точки в ба-

зисе (x,y), а также аналогичные соотношения, при-

ходим к тождественному результату.

Погрешность результата. Линейная аппрокси-

мация скалярной функции на контуре КЭ (по-

грешность O h( )2 ) приводит к линейной зависимо-

сти от координат решения во всех точках области

КЭ. Выполнение операций интегрирования в квад-

ратурах и последующее исключение величин ln( )ri ,

ln( )r j и ln( )rm как сомножителей при разностных

уравнениях аналога (5) позволяет утверждать, что

погрешность результата (6) оценивается как O h( )3 ,

где h a b c= max( , , ).

Учет поверхностных источников поля. При допу-

щениях о линейных свойствах среды КЭ

(m= const), полагая r = const, учет распределенных

источников поля приводит к необходимости до-

полнительного решения краевой задачи:
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R x yNM = - + -( ) ( )h x2 2 ; N x y D( , )Î .

Приближенное решение (10) в рамках линейно-

го распределения скалярной функции может быть

найдено при аппроксимации подынтегральных вы-

ражений усредненными значениями (с погрешно-

стью O h( ) относительно производной скалярной

функции):
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1 Результат, полученный на этом этапе, будет использован в
дальнейшем при построении схемотехнической модели КЭ.
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Для произвольной точки N x y D( , )Î тривиаль-

ный ответ j ( , )x y = 0 может быть получен, если при-

нять решение в виде:
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где l l l1 2 3, , - весовые коэффициенты, такие что

l i > 0; l l l1 2 3 1+ + = .

Последний вывод позволяет записать полное

решение (6) и при уточнении соотношения (9)

из-за наличия распределенных источников поля в

контуре КЭ согласуется с (5). Окончательный ре-

зультат следует рассматривать как решение для

симплекс-элемента на основе формулы Грина.

Структура (6) показывает, что при произволь-

ном выборе точки N x y( , ) его следует рассматривать

как суперпозицию частных решений, полученных в

трех локальных системах координат, связанных со

сторонами КЭ. Таким образом, подпространство

линейных базисных функций симплекс-элемента

представлено тремя базисными функциями из (6),

коэффициенты которых определяются из гранич-

ных условий [2, 3]. Вопрос целесообразного выбора

частного решения будет рассмотрен далее.

Конечно-элементная практика расчетов при ма-

тематическом описании состояния каждого КЭ

строится на базе использования только одной из

трех базисных функций j
k

.

Континуальная схемотехническая модель сим-

плекс-элемента. В логистике решения уравнений

(4) и (10), а также в последующих преобразованиях

составной частью является формулировка соотно-

шений:
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которые пропорциональны разностному аналогу

тождества (5) в линейном приближении для трех

замкнутых четырехугольных подобластей DS i , DS j ,

DS m с диагоналями ri , r j , rm и общей точкой

N x y D( , )Î (рис. 3).

Выражения (13) определяют баланс потоков

скалярной функции между внешними границами, а

также границами сопряжения трех подобластей с

учетом распределенных источников поля внутри

КЭ. Весовые коэффициенты l l l1 2 3, , из (11)

должны быть согласованы с положением точки

N(x,y). Выполнить последнее требование можно,

если воспользоваться L-координатами [2, 3] и при-

нять l 1=
y

hc

, l
x

2 =
b

bh
, l

x

3=
a

ah
.

Уравнения (13) можно написать независимо,

исходя из (5), но предварительно следует доказать,

что наличие распределенных с постоянной плотно-

стью источников не искажает линейной структуры

поля в КЭ. Последнее было показано при анализе

уравнения (10). Кроме того, при построении ко-

нечно-элементных (как и конечно-разностных) со-

отношений все балансные методы затрудняют

оценку погрешности итогового результата. В кон-

тексте предложенного подхода подчеркивается как

связь формулы Грина и фундаментального тожде-

ства (5), так и то, что сами соотношения (13) воз-

никают в результате интегрирования (4) и (10), при

этом сложностей в оценке их погрешности не воз-

никает.

Соотношения (13) позволяют сгенерировать схе-

мотехнические модели симплекс-элемента в терми-

нах узлового анализа электрических цепей [4].

Разделяя слагаемые и принимая обозначения:
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после перегруппировки приходим к результату:
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Принцип аналогий позволяет дать трактовку со-

отношениям (15) как аналогу КЭ в виде схемотех-

нической модели (рис. 4) в терминах узлового ана-

лиза электрических цепей [4]. Параметры схемы

замещения легко определяются из (15) и вычисля-

ются на единицу длины в осевом направлении. Вы-

полнение эквивалентных преобразований приводит

к Т-образной схеме (соединение в «звезду») заме-

щения КЭ с соответствующими параметрами, при-

чем эта операция осуществляется относительно

точки N x y D( , )Î .

Предлагаемая концептуальная модель справед-

лива как для внутренних точек шаблона, так для

граничных. Симметричная матрица-функция левой

части (15) размерности (3´ 3)
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(16)

представляет собой матрицу неопределенных узловых

проводимостей схемотехнической модели сим-

плекс-элемента.

Найденный результат позволяет сформулиро-

вать утверждение: схемотехническая модель линейно-

го конечного элемента, поле в котором описывается

через скалярную функцию j ( )N , удовлетворяющую

уравнению (1), континуальна.

Доказательство этого утверждения опирается

как на факт непрерывной зависимости элементов

схемы замещения от координат, так и на то, что

все точки N x y D( , )Î КЭ образуют множество, мощ-

ность которого определяется как континуум. При

этом, поскольку точкой N x y D( , )Î , относительно

которой формируются уравнения баланса, может

быть любая, кроме узловых, то и число матриц не-

определенных узловых проводимостей и, следова-

тельно, схемных решений также образует множест-

во мощностью континуум.

Континуальная матрица жесткости (неопреде-

ленных узловых проводимостей) симплекс-элемента.

Для линейного конечного элемента матрица неоп-

ределенных узловых проводимостей совпадает с

матрицей жесткости [1]. Таким образом, справед-

ливо утверждение: конечно-элементное решение

уравнения (1) приводит к множеству выражений для

матрицы жесткости линейного симплекс-элемента,

причем мощность этого множества определяется

как континуум.

Структура (16) свидетельствует о том, что такая

форма легко может быть получена при использова-

нии в процессе анализа L-координат [2, 3], однако

доказательство и физический смысл такого резуль-

тата будут сложнее.

Семейство схемотехнических моделей. Контину-

альная матрица неопределенных узловых проводи-

мостей симплекс-элемента полностью формирует

его электротехническую модель в пространстве GJ

ветвей. Рассмотрим частные случаи предложенного

схемотехнического решения. Для этого на множе-

стве точек N x y D( , )Î выделим подмножество (мощ-

ность которого также определяется как контину-

ум), лежащее на отрезке OH (рис. 5), являющимся

частью прямой Эйлера. Выбор связан с тем обстоя-

тельством, что этот отрезок является геометриче-

ским местом характерных точек треугольника: ор-

тоцентра – точка H (пересечение высот треуголь-

ника); центра тяжести элемента – точка G (пересе-

чение медиан треугольника); центра окружности

Эйлера (или окружности девяти точек) – точка P;

центра окружности, описанной вокруг треугольни-

ка – точка O.

К множеству точек отрезка OH может быть до-

бавлена еще одна характерная точка (точка Q)–

центр окружности, вписанной в треугольник. В об-
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щем случае произвольного по форме КЭ она не ле-

жит на прямой Эйлера и на рис. 5 не показана.

Отметим то обстоятельство, что для остроуголь-

ного КЭ все указанные точки лежат внутри конту-

ра КЭ, для прямоугольного точки O и H лежат на

контуре КЭ. В случае тупоугольных треугольников

только точки P (при q q pi j< + / 2; q q pi m< + / 2 и

аналогичных равенствах), а также G и Q всегда на-

ходятся внутри контура КЭ.

Исследуем решение (16) в указанных случаях.

Примем в качестве фиксированной точки

N x y D( , )Î центр окружности, описанной вокруг

треугольника. Подставив координаты точки O в

(16), приходим к результату для матрицы жестко-

сти (неопределенных узловых проводимостей) сим-

плекс-элемента в виде
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. (17)

Соотношение (17) представлено в базисах трех

локальных систем координат, связанных со сторо-

нами КЭ. Форма полученного соотношения, хотя и

отличается по виду от классического выражения,

но полностью совпадает с ним при использовании

только одной системы координат.

Очевидно, поскольку точка O для тупоугольного

КЭ лежит за контуром элемента, то формула Грина

(и тождество (5)) не могут быть применены, а зна-

чит, классическая матрица жесткости (неопреде-

ленных узловых проводимостей) в этом случае не

существует, как не имеющая физического смысла,

хотя формально может быть вычислена. Это явля-

ется одной из двух причин, указывающих на невоз-

можность использования таких фрагментов в клас-

сической интерпретации МКЭ.

На практике тупоугольные КЭ неизбежно появ-

ляются при аппроксимации криволинейных границ

расчетной области поля и лишь небольшое их чис-

ло по сравнению с «нормальными» элементами

скрывает неадекватность для них классической

математической модели. Погрешность итогового

результата при этом оказывается неясной.

Примем в качестве фиксированной точки

N x y D( , )Î ортоцентр КЭ – точку H. Вводя коорди-

наты выбранной точки в (16), получаем матрицу

жесткости в виде
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(18)

Как и в первом случае, результат (18) не может

быть распространен на КЭ произвольной формы.

Приняв во внимание, что центр окружности де-

вяти точек лежит в середине отрезка OH, для соот-

ветствующей матрицы жесткости симплекс-эле-

мента можем записать:

k
k k

3
1 2

2
=

+
. (19)

Последний результат в виду удвоенного числа

арифметических операций и необходимости выпол-

нения дополнительной проверки по условиям приме-

нимости не имеет практического значения и может

рассматриваться только в качестве методического.

Примем в качестве фиксированной точки

N x y D( , )Î центр тяжести КЭ – точку G. Вводя ко-

ординаты выбранной точки в (16), получаем ре-

зультат для матрицы жесткости:
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Результат имеет приоритетное значение по

сравнению с предыдущими, поскольку не связан

никакими ограничениями по форме КЭ. Соотно-

шение (20) может быть рекомендовано для практи-

ческих расчетов в качестве универсального.

Решение (16) для центра вписанной окружности

(точки Q), приводит к выражению для матрицы же-

сткости:
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где p a b c= + +
1

2
( ) – полупериметр треугольника.

Замечания, высказанные ранее по поводу (20),

полностью остаются в силе и для (21). Очевидно,

при указанном подходе в четырех последних случа-

ях матрицы жесткости симплекс-элемента (матри-

цы неопределенных узловых проводимостей) име-

ют неклассическую форму как по виду, так и по

содержанию. Результаты (17)-(21) можно объеди-

нить в практически реализуемое семейство схемо-

технических моделей КЭ.

В табл. 1–3 представлены схемотехнические ре-

шения для КЭ различной формы, вычисленные на

основе представленных соотношений.

Ансамблирование глобальной матрицы жестко-

сти при схемотехническом подходе может быть

осуществлено методами теории электрических це-

пей при каскадном соединении многополюсников.

Такие алгоритмы формирования уравнений, как,

например, в узловом анализе электрической цепи

метод поэлементного вклада, позволяют сформи-

ровать матрицу состояния с последующим решени-

ем на основе выбранного метода [4]. Отметим, что

такое важное свойство глобальной матрицы жест-

кости, как степень разреженности, не ухудшается.

В процессе составления узловых уравнений сле-

дующая ситуация должна быть принята во внима-

ние. Если узел с номером i является внутренним,

т.е. окружен тремя или более КЭ, то группа слагае-

мых вида - -
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c a a( ) и анало-

гичных, соответствующих всем ребрам, примыкаю-

щим к рассматриваемому узлу, в сумме обращает-

ся в нуль. Эквивалентный источник тока в рас-

сматриваемом узле образуется как сумма слагаемых

вида r
k k

SDå , обеспечивая баланс потоков между

КЭ. Реализация в граничных узлах краевых усло-

вий всех видов не вызывает сложностей.

Выбор линейной базисной функции. Триангуляция

области поля с границами сложной конфигурации

приводит к появлению КЭ разнообразных форм.

Если для остроугольных и прямоугольных тре-

угольников частные решения j
k

равноценны, то

использование тупоугольных шаблонов практика

прикладных расчетов не рекомендует [2, 3], объяс-

няя это большой погрешностью. Однако именно

такие шаблоны чаще всего получаются при ап-

проксимации криволинейных границ.

Дадим простую интерпретацию того, что эта

проблема легко решается путем рационального вы-

бора базисной функции КЭ и матрицы жесткости

[5, 6].

На рис. 6 в локальной системе координат, свя-

занной со стороной треугольника c, линейную ба-

зисную функцию из (6) запишем в виде

j ( , )= jx y
x

c

c y

h c

x

c

c y

h cc
i

c

1
2 1
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´

´
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+
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÷
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m
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j i

ij
j j j j

j

*

ø

÷
÷

где j
j j

j* =
-

+
j i

ic
c1 .

Однако значение j * лежит вне контура тре-

угольника и не является элементом линейной обо-

лочки рассматриваемого КЭ. Эта величина может

быть найдена только из соседнего шаблона. Мож-

но сказать, что эта аппроксимация, удовлетворяя

исходному уравнению (4) и краевым условиям, не

является при этом решением задачи о распределе-

нии полевой функции на КЭ. Следовательно, в

системе координат xy не может быть построена фи-

нитная базисная функция симплекс-элемента

[5, 6].

Сказанное выше является второй причиной,

препятствующей использованию тупоугольных

фрагментов в классической интерпретации МКЭ.

Таким образом, этот выбор частного решения из

(6) невозможен, так как приводит к неконтроли-

руемой погрешности.

Ситуация разрешима, если воспользоваться ча-

стным решением из (6) в локальной системе коор-

динат, связанной со стороной а (рис. 7). В указан-

ной ситуации в осях h xa a финитная функция вы-

глядит следующим образом:

j (h x
j j

x
j j

h j, )

*

=
-æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
+

-
+

æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

j

a

i m
mh a

;

j
j j

j* =
-

+
i m

ma
a1 .

В последнем случае все величины, входящие в

определение базисной функции, принадлежат ли-

нейной оболочке треугольника.

Окончательно рекомендации по возможности

использования тупоугольных фрагментов в методе

конечных элементов можно сформулировать сле-

дующим образом [5, 6]:
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Рис. 6
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Таблица 1

КЭ – произвольный остроугольный треугольник Схема замещения КЭ

qi= °55

q j = °47 2,

qm= °77 8,

Центр описанной
окружности

(точка О)

Центр окружности
девяти точек

(точка P)

Центр тяжести
(точка G)

Ортоцентр
(точка H)

Центр вписанной
окружности

(точка Q)

0 517 0108 0 464

0108 0 458 0 35

0 464 0 35 0 814

, , ,

, , ,

, , ,

- -

- -

- -

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

0 568 0 253 0 314

0 253 0 516 0 262

0 314 0 262 0 57

, , ,

, , ,

, , ,

- -

- -

- - 7

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

0 569 0 205 0 364

0 205 0 496 0 292

0 364 0 292 0 65

, , ,

, , ,

, , ,

- -

- -

- - 6

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

0 564 0 399 0165

0 399 0 574 0175

0165 0175 0 33

, , ,

, , ,

, , ,

- -

- -

- - 9

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

0 554 0 237 0 317

0 237 0 521 0 283

0 317 0 283 0 60

, , ,

, , ,

, , ,

- -

- -

- - 0

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Примечания: соответствие между значениями параметров схемы замещения и элементов матрицы жесткости уста-

новлено в (16); для равностороннего КЭ все образующие точки семейства матриц жесткости сливаются в одну и, сле-

довательно, k1=k2=k3=k4=k5; распределение источников поля по узлам равностороннего КЭ (источники тока в схем-

ной модели КЭ) осуществляется пропорционально сечениям Si=Sj=Sm=SКЭ/3; распределение источников поля КЭ по

узлам рассматриваемого остроугольного треугольника (источники тока в схемной модели КЭ) осуществляется пропор-

ционально сечениям:

для точки О – Si=0,3SКЭ; Sj=0,288SКЭ; Sm=0,412SКЭ; для точки P – Si=0,374SКЭ; Sj=0,417SКЭ; Sm=0,209SКЭ;

для точки G – Si=0,355SКЭ; Sj=0,376SКЭ; Sm=0,269SКЭ; для точки H – Si=0,395SКЭ; Sj=0,532SКЭ; Sm=0,073SКЭ;

для точки Q – Si=0,352SКЭ; Sj=0,42SКЭ; Sm=0,227SКЭ.

Таблица 2

КЭ – прямоугольный равнобедренный треугольник

Центр описанной
окружности

(точка О)

Центр окружности
девяти точек

(точка P)

Центр тяжести
(точка G)

Ортоцентр
(точка H)

Центр вписанной
окружности

(точка Q)

0 5 0 5 0

0 5 1 0 5

0 0 5 0 5

, ,

, ,

, ,

-

- -

-

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Схемотехническое
решение

0 5 0 25 0 25

0 25 0 5 0 25

0 25 0 25 0 5

, , ,

, , ,

, , ,

- -

- -

- -

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Схемотехническое
решение

0 500 0 333 0167

0 333 0 667 0 333

0167 0 333 0 50

, , ,

, , ,

, , ,

- -

- -

- - 0

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Схемотехническое
решение

0 5 0 0 5

0 0 0

0 5 0 0 5

, ,

, ,

-

-

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Схемотехническое
решение

0 500 0 293 0 207

0 293 0 586 0 293

0 207 0 293 0 50

, , ,

, , ,

, , ,

- -

- -

- - 0

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Схемотехническое
решение

Примечания: матрица жесткости для ортоцентра является вырожденной, ей соответствует некорректная схемотех-

ническая модель (в описании отсутствует информация об узле j j ), причина этого – образующая точка совпадает с уз-

ловой; распределение источников поля КЭ по узлам (источники тока в схемной модели КЭ) осуществляется пропор-

ционально сечениям:

для точки О – Si=0,25SКЭ; Sj=0,5SКЭ; Sm=0,25SКЭ; для точки P – Si=0,4375SКЭ; Sj=0,125SКЭ; Sm=0,4375SКЭ;

для точки G – Si=0,389SКЭ; Sj=0,222SКЭ; Sm=0,389SКЭ; для точки Q – Si=0,414SКЭ; Sj=0,172SКЭ; Sm=0,414SКЭ.
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для тупоугольных КЭ базисная функция должна

быть выбрана в локальной системе координат, свя-

занной с самой длинной из сторон КЭ;

необходимые градиенты следует вычислять

именно из указанной базисной функции;

в качестве центральной точки N(x,y), относи-

тельно которой рекомендуется вычислять матрицу

жесткости, следует использовать либо центр тяже-

сти, либо центр вписанной в КЭ окружности, ко-

торые всегда лежат внутри контура КЭ при любой

его форме;

при наличии распределенных источников поля

весовые коэффициенты l l l1 2 3, , из (11) должны

быть согласованы с положением точки N(x,y).

Таким образом, две точки (центр тяжести тре-

угольника и центр окружности, вписанной в тре-

угольник), принятые в качестве центра для по-

строения матрицы жесткости, дадут результат с за-

данной методологической погрешностью. Это по-

зволит в процессе реализации МКЭ снять любые

ограничения по форме КЭ и тем самым расширить

его возможности. Методологическая погрешность

решения при выполнении указанных замечаний

всегда будет сохраняться на уровне O h( )2 , где

h a b c= max( , , ).

Приложение. Необходима сравнительная оценка

на тестовом примере схемотехнической и класси-

ческой реализаций МКЭ и анализ итоговых резуль-

татов. В качестве контрольного материала исполь-

зована классическая задача о кручении цилиндри-

ческого стержня некругового сечения, для которой

в [7] приведено «ручное» решение. Расчетная мо-

дель в виде 1/8 части исходной области и конеч-

но-элементная сетка (в виде сплошной и штрихо-

вой линий) показаны на рис. 8,а и б. В каждом

сравнительном варианте матрица жесткости (МЖ)

элементов определялась для альтернативных точек,

соответствующих предложенным схемотехниче-

ским решениям.

Функция напряжений j ( , )x y подчиняется диф-

ференциальному уравнению

д

дx

д

дy
G

2

2

2

2
2 0

j j
q+ + = ; j дD= 0,

где G= ×0 8 107, H/см2 – модуль сдвига материала;

q
p

= ×
180

1

100
рад/см – угол закручивания на единицу

длины2.

Результаты расчетов для конечно-элементной

сетки (сплошная линия) приведены в табл. 4.
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Таблица 3

КЭ – тупоугольный произвольный треугольник

qi= °20 Схемотехническое решение

q j = °48 9,

qm= °1111,

Центр описанной
окружности

(точка О)

Центр окружности
девяти точек

(точка P)

Центр тяжести
(точка G)

Ортоцентр
(точка H)

Центр вписанной
окружности

(точка Q)

Схемотехническое
решение отсутствует

Схемотехническое
решение отсутствует

Схемотехническое
решение существует

0 233 0 092 0141

0 092 0 778 0 686

0141 0 686 0 82

, , ,

, , ,

, , ,

- -

- -

- - 7

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Схемотехническое
решение отсутствует

Схемотехническое
решение существует

0 284 0127 0157

0127 0 474 0 347

0157 0 347 0 50

, , ,

, , ,

, , ,

- -

- -

- - 4

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Примечания: матриц жесткости не существует для точек О, P и H, поскольку они лежат вне КЭ, схемотехнических

моделей нет; распределение источников поля КЭ по узлам (источники тока в схемной модели КЭ) осуществляется

пропорционально сечениям:

для точки G – Si=0,436SКЭ; Sj=0,448SКЭ; Sm=0,116SКЭ; для точки Q – Si=0,663SКЭ; Sj=0,257SКЭ; Sm=0,08SКЭ.
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2 Расчеты проведены при тех числовых данных параметров и
констант, значения которых указаны в [7] и показаны на
рис. 8.



На рис. 8,б представлена другая конечно-эле-

ментная сетка (штриховые линии), особенность

которой заключается в наличии трех тупоугольных

фрагментов (элементов 1, 3 и 4). И хотя данная си-

туация носит искусственный характер, автор стре-

мится показать, что наличие тупоугольных фраг-

ментов не является препятствием для проведения

расчетов.

Следует отметить, что в литературе по МКЭ

имеется масса иллюстраций, когда в конечно-эле-

ментной сетке присутствуют «плохие» элементы.

Указанное обстоятельство снижает достоверность

решения (с точки зрения погрешности). Результаты

анализа по второму варианту сведены в табл. 5.
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Таблица 4

Узловая
точка

1. Точное
решение

2. Прибли-
женное

решение по
[7]

3. Прибли-
женное

решение при
построении

МЖ
относитель-
но центра
описанной

окружности
(точка О)

4. Прибли-
женное

решение при
построении

МЖ
относитель-
но центра

окружности
девяти точек

(точка P)

5. Прибли-
женное

решение при
построении

МЖ
относитель-
но центра

тяжести (точка
G)

6. Прибли-
женное

решение при
построении

МЖ
относитель-

но орто-
центра (точка

H)

7.Прибли-
женное

решение при
построении

МЖ
относитель-
но центра
вписанной

окружности
(точка Q)

j 1 205,6 218,04 196,4 218,12 210,12 – 213,62

j 2 160,03 159,9 152,72 141,8 147,27 – 144,9

j 4 126,4 123,56 119,99 141,8 132,32 – 136,44

Число обусловленности глобальной МЖ (матрицы узловых проводимостей)

– 10,89 10,89 6,31 7,51 – 6,9

1

2 3

4

5

6

1 2

3

4

а)

1 мc

1
м

0,2 см

0,
2

с
м

c

б)

Рис. 8 Рис. 9
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4
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J1

S2

J4

S1

J2

S4

Комментарии. Различие результатов во втором и

третьем столбцах табл. 4 носит принципиальный харак-

тер: при одинаковых элементных и глобальной МЖ име-

ет место несовпадение правых частей конечно-элемент-

ной системы уравнений. Причина – в принципе их фор-

мирования. Для каждого КЭ автор [7] распределяет ис-

точники поля по узлам как 2
3

29 7G
S
q КЭ = , , т. е. без учета

реального положения точки О, относительно которой

формируется матрица жесткости элемента.

Каковы бы не были доводы в пользу такого подхода

и как бы убедительно они не звучали, их нельзя проти-

вопоставить интегральному тождеству (5), которое требу-

ет иного решения. На рис. 9 на примере первого фраг-

мента показано, что распределение источников поля по

узлам (или в схемотехнической интерпретации определе-

ние эквивалентных источников тока в соответствующей

цепной модели) с учетом положения точки О осуществ-

ляется пропорционально сечениям S1, S2 и S4, а именно:

для узла 1 – J G
S

1 2
4

21 817= =q КЭ , ; для узла 2 –

J G
S

2 2
2

43 633= =q КЭ , и узла 4 – J G
S

4 2
4

21 817= =q КЭ , .

В результате формирования полной системы алгеб-

раических уравнений относительно искомых перемен-

ных правая часть ее по [7] выглядит как B=[29,07;

87,22; 29,07; 87,22; 87,22; 29,07]т, в то время как при ис-

пользовании интегрального тождества (5) – B=[21,817;

87,22; 43,633; 87,22; 87,22; 21,817]т. Учет граничных усло-

вий приводит к окончательному результату в первом слу-

чае B=[29,07; 87,22; 87,22]т, а в альтернативном –

B=[21,817; 87,22; 87,22]т.

Результаты вычислений в шестом столбце отсутству-

ют ввиду некорректности соответствующей схемотехни-

ческой модели (ортоцентр всех КЭ совпадает с узловой

точкой). Результат в четвертом столбце выглядит слабее,

но обнадеживающе.



В обоих вариантах для полноты сравнения при-

водятся числа обусловленности ( l max/ l min) гло-

бальных МЖ (матриц узловых проводимостей). Из

табл. 4 видно, что альтернативные решения облада-

ют заметно лучшими свойствами. В табл. 5 анало-

гичный результат в столбце 2 не обсуждается как

полученный для матрицы, не имеющей физическо-

го смысла, и приводится по принципу «как есть».

В целом, как указывает автор [7, стр.92], «четы-

рех элементов мало для получения приемлемой точ-

ности решения, но достаточно для иллюстрации».

Целесообразность применения смешанной стра-

тегии, когда для «хороших» КЭ используется класси-

ческая матрица жесткости, а для «тонких» фрагмен-

тов один из альтернативных вариантов, не очевидна,

поскольку требует включения в вычислительный

процесс дополнительного логического блока.

________________СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ _______________

1. Шакиров М.А. Теоретические основы электротехники.

Новые идеи и принципы. Схемоанализ и диакоптика. Декомпо-

зиционные алгоритмы. – СПб.: Издательство С.-Петербургско-

го университета, 2001, 212 с.

2. Зенкевич О., Морган К. Конечные элементы и аппрокси-

мация. – М.: Мир, 1986, 318 c.

3. Ильин В.П. Методы и технологии конечных элементов.

– Новосибирск: Изд. Института вычислительной математики и

математической геофизики Сибирского отделения Российской

академии наук, 2007, 371 с.

4. Демирчян К.С., Нейман Л.Р., Коровкин Н.В., Чечурин

В.Л. Теоретические основы электротехники: Учебник для ву-

зов, т. 1, 4-е изд. – СПб: Питер, 2004, 463 с.

5. Булавин В.Ф. Метод конечных элементов: возможность

применения симплекс-элементов произвольной формы. Ин-

форматизация процессов формирования открытых систем на

основе СУБД, САПР, АСНИ и систем искусственного интел-

лекта. – Материалы VII Международной научно-техн. конф. –

Вологда, Вологодский государственный технический универси-

тет, 2013, 243 c.

6. Булавин В.Ф. Метод конечных элементов и выбор линейной

базисной функции. Автоматизация и энергосбережение машино-

строительного и металлургического производств, технология и на-

дежность машин, приборов и оборудования. – Материалы VIII

Международ. научно-техн. конф. – Вологда: ВоГТУ, 2013, 264 c.

«ЭЛЕКТРИЧЕСТВО» № 1/2015 Континуальные схемотехнические модели в методе конечных элементов 49

Таблица 5

Узловая
точка

1. Точное
решение

2. Прибли-
женное

решение по
[7]

3. Прибли-
женное

решение при
построе-
нии МЖ

относитель-
но центра
описанной

окружности
(точка О)

4. Прибли-
женное

решение при
построении

МЖ
относитель-
но центра

окружности
девяти точек

(точка P)

5. Прибли-
женное

решение при
построении

МЖ
относитель-
но центра

тяжести
(точка G)

6. Прибли-
женное

решение при
построении

МЖ
относитель-

но орто-
центра

(точка H)

7.Прибли-
женное

решение при
построении

МЖ
относитель-
но центра
вписанной

окружности
(точка Q)

j 1 205,6 132,02 – 253,6 184,77 – 197,04

j 2
*

176,9 92,16 – 192,89 137,37 – 147,1

j 4 126,4 65,68 – 187,04 120,64 – 137,94

Число обусловленности глобальной МЖ (матрицы узловых проводимостей)

– 2,09 – 6,18 5,74 – 5,85

Комментарии. Решение в столбце 3 отсутствует ввиду

некорректности элементных МЖ для фрагментов 1, 3 и 4

(точка О лежит вне контура КЭ).

Решение в столбце 6 отсутствует ввиду некоррект-

ности элементных МЖ для всех фрагментов.

Решение в столбце 2 получено по классической тех-

нологии МКЭ в [7]. Формализируя процесс вычислений

(не обращая внимания на отсутствие физического смыс-

ла у элементных МЖ фрагментов 1, 3 и 4), приведем

глобальную МЖ (с учетом граничных условий):
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Наличие положительных недиагональных элементов

является причиной того, что такой структуре нет физи-

ческого аналога в виде схемотехнической модели, реали-

зованной на пассивных элементах. Этот результат всту-

пает в противоречие с формулой Грина и интегральным

тождеством (5) как на этапах формирования, так и в

окончательном виде.

В столбце 2 методология в распределении источни-

ков поля по узлам по модели 2
3

G
S
q КЭ после ансамблиро-

вания и учета граничных условий дает результат:

B=[23,259; 93,037; 74,43]т. Оставаясь на позициях трак-

товки по Грину схемоанализа и МКЭ, ясно, что такое

правило будет справедливо только для равностороннего

КЭ. По мере искажения формы КЭ (отхода от указан-

ной) будет расти методическая погрешность итогового

результата. Указанные причины объясняют слабый (не-

корректный) результат в столбце 2.



7. Сегерлинд Л. Применение метода конечных элемен-

тов/Пер. с англ. – М.: Мир, 1979, 392 с.

[30.06.14]

А в т о р : Булавин Вячеслав Федорович окончил
электромеханический факультет Ленинградского по-

литехнического института (ЛПИ) по специальности
«Электрические аппараты» в 1978 г. В 1983 г. за-
щитил кандидатскую диссертацию в ЛПИ. Доцент
кафедры «Технологии и оборудование автоматизиро-
ванных производств» Вологодского государственного
университета.

50 Континуальные схемотехнические модели в методе конечных элементов «ЭЛЕКТРИЧЕСТВО» № 1/2015

Elektrichestvo (Electricity), 2015, No. 1, pp. 39–50.

Continuum Circuit Engineering Models in the Finite Element Method

V.F. BULAVIN

Matters concerned with interconnection between circuit engineering and the finite element method were

elaborated to a logically completed result in [1] (as well as in earlier works of that author), in which
equivalent electric circuits of a wide range of finite elements were constructed for elliptical equations.

However, models presented as unique ones were obtained as the results of those works. A distinguishing

feature of the present article is that a variety of circuit solutions is shown taking linear elements as an

example, which opens the possibility to extend the practice of using «thin» fragments. Green’s formula serves

as the mathematical tool for investigation. A solution for the element stiffness matrices of a linear finite
element is obtained, and it is shown that the number of such structures has a continuum power. A finite
element continuum model in the form of electric circuit opens the possibility to use well-known circuit
analysis algorithms for forming the global stiffness matrix. The use of the circuit engineering solution makes

it possible to remove any limitations imposed on the shape of finite elements owing to the appropriate choice
of element stiffness matrix and basic function.

K e y w o r d s : Green’s formula, finite element method, circuit engineering model, stiffness matrix,

approximation
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