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Влияние источника первичного магнитного поля транспортной
установки на характеристики электродинамического подвеса

ВОЕВОДСКИЙ К.Э., СТРЕПЕТОВ В.М.

В первых работах по теории ЭДП все элементы
системы были представлены простейшими матема�
тическими моделями [1, 2]. В последующих иссле�
дованиях учитывались конечная ширина путевого
полотна [3, 4], реальная форма экипажных элек�
тромагнитов [5, 6], дефекты путевой структуры [7],
особенности работы ЭДП в составе комбинирован�
ной системы левитации и тяги на переменном токе
[8, 9]. Однако при этом сохранялось предположе�
ние о равномерности движения первичного источ�
ника поля (электромагнита) относительно путево�
го полотна в установившемся режиме, хотя это до�
пущение не имеет силы, во всяком случае на участ�
ках разгона и торможения.

В настоящей статье представлена методика, по�
зволяющая рассчитать силы подъема и торможения
при произвольном движении электромагнита отно�
сительно бесконечно широкого однородного про�
водящего полотна конечной толщины и оценить
длительность переходных процессов в системе
ЭДП.

Постановка задачи. Будем полагать, что плоский
слой – T z< < 0 (путевое полотно) — заполнен од�
нородной немагнитной проводящей средой с
удельной проводимостью s и в плоскости z h= > 0
(h – высота подвеса) движется параллельно оси x
первичный источник поля (электромагнит), при�
чем его координата изменяется по закону x X t= ( ),
где X t( ) – заданная функция времени. Требуется
найти силу взаимодействия электромагнита с вих�
ревыми токами, наведенными в путевом полотне.

Здесь роль первичного источника играет систе�
ма поверхностных токов в плоскости z h= . Это не
ограничивает общности, так как для любой систе�
мы токов, локализованной в области z h³ , можно
подобрать систему распределенных в плоскости
z h= токов, создающую при z h£ (в частности, в об�
ласти путевого полотна) такое же поле [6].

Важнейший этап задачи – определение элек�
тромагнитного поля вихревых токов. Плоскопарал�
лельная геометрия системы позволяет выделить из
общей задачи расчета электрического и магнитного
векторов отдельную задачу для z�компоненты век�
тора магнитной индукции [10]. Приведем ее пол�
ную формулировку.

Пусть B0 – z�компонента собственного магнит�
ного поля электромагнита, B – z�компонента ре�
зультирующего поля в области z< 0 и z�компонента
поля вихревых токов (т.е. результирующего поля за

вычетом B0) в области z> 0. Значение B0 считается

известным, B является искомой. Обе величины
есть функции координат и времени, причем в дан�
ной работе они рассматриваются как обобщенные
функции переменных x, y, t, зависящие от z как от
параметра [11]. Искомая функция B удовлетворяет
следующим соотношениям:

DB= 0 при z> 0 и z T< - ;

DB
дB

дt
= m s0 при - < <T z 0;

B B Bz z z= + = + = -+ =0
0

0 0

и
дB

дz

дB

дz

дB

дzz z z= + = + = -+ =0

0

0 0 при z= 0;

Решена задача электродинамического подвешивания (ЭДП) для случая произвольного (в том
числе неравномерного) движения электромагнита относительно бесконечно широкого однородного
проводящего полотна конечной толщины. Установлено, что продолжительность протекания пере"
ходных процессов, вызванных неравномерностью движения в системе ЭДП, характеризуется бес"
конечным набором постоянных времени. Получены формулы для их точного расчета, а также при"
ближенных оценок. Можно считать установленным, что в широком диапазоне параметров, ха"
рактерном для пассажирского варианта ЭДП, использовавшееся в предшествующих работах при"
ближение постоянной скорости (стационарное приближение) дает вполне удовлетворительную
точность. В то же время для ряда специальных приложений, допускающих более высокую неравно"
мерность движения, влияние неравномерности оказывается значительным. Диапазон ускорений, в
котором применимо стационарное приближение, зависит от геометрии системы и проводимости
материала полотна.
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B Bz T z T= - + = - -=0 0;

и
дB

дz

дB

дzz T z T= - + = - -=0 0 при z T= - ;

B® 0 при z® ±¥ ;
фурье�образ B по x, y, t не имеет сингулярности

в нуле.
Последнее условие заменяет традиционное ус�

ловие убывания при x y t, , ® ±¥ и играет ту же роль,
т.е. обеспечивает единственность решения задачи.
Такая форма этого условия позволяет рассматри�
вать неограниченные первичные источники, в ча�
стности периодический источник [2].

Решение задачи по определению вектора магнит'
ной индукции в фурье'представлении. В формальном
отношении первые этапы рассмотрения мало отли�
чаются от случая движения с постоянной скоростью
v. В этом случае зависимость всех величин от x и t
имеет специальный вид: они зависят от выражения
x vt= , поэтому производную по времени можно за�
менить на - vд дx/ . Далее ко всем соотношениям
можно применить преобразование Фурье по x, y, в
результате чего для фурье�образа B получим обык�
новенные дифференциальные уравнения [10].

Сходного в формальном отношении результата
можно добиться и в общем случае, если применить
преобразование Фурье как по координатам x, y, так
и по времени t [8, 9].

В статье применяется та же форма преобразова�
ния Фурье, что в [11, 12], параметры преобразова�
ний по x, y, t обозначены, соответственно, через x,
h, w. Значения x, h имеют размерность обратной
длины, w – обратного времени. По сложившейся
традиции, за фурье�образами интересующих нас
функций сохраняются обозначения оригиналов.
Например, фурье�образ искомой величины
B(x,y,z,t) обозначается как B z( , , , )x h w . Если из кон�
текста ясно, что имеется в виду фурье�оригинал
или фурье�образ, любая из этих величин может
обозначаться просто как B.

После преобразования Фурье для B z( , , , )x h w (как
функции переменной z) на каждом из трех проме�
жутков z T< - , - < <T z 0 и z> 0 получаются обыкно�
венные дифференциальные уравнения 2�го поряд�
ка с постоянными коэффициентами. На их грани�
цах выполняются условия контакта; при z® ±¥ –
условия убывания; B z( , , , )x h w как обобщенная
функция переменных x, h, w не имеет сингулярно�
сти в нуле.

Перечисленные соотношения позволяют полу�
чить явную формулу, выражающую B z( , , , )x h w через

B z0( , , , )x h w . Подставив в нее выражение для собст�

венного поля источника [6], совершив обратное
преобразование Фурье по w и переходя в систему
отсчета, связанную с движущимся электромагни�

том, можно получить следующее представление
временной зависимости поля вихревых токов в об�
ласти z> 0:

B z t kV k z h i X tм ( , , ) ( )exp( ( ) ( ))k k= - + + ´
m s

x0

2
2

´ -( * ( , ))( )e
d

dt
D ti X tx k . (1)

Поясним смысл использованных обозначений:
индекс «м» означает, что имеется в виду система
отсчета, связанная с движущимся электромагни�
том; полужирный шрифт указывает на векторный
характер величин;

r= e ex yx y+ , k= e ex hx y+ , k= +k = x h2 2 ;

V ( )k – фурье�образ по x, y потенциальной функции
тока V ( )r , которая характеризует распределение то�
ков в электромагните [6]; звездочка обозначает
свертку по времени [14]; D t( , )k – обратное преоб�
разование Фурье по w от функции

D k k T( , ) / ( )k w a a a= + +1 22 2 cth , (2)

где a m ws= +k i2
0 , причем Rea ³ 0.

В принципиальном отношении формулы (1) и
(2) решают задачу, так как, зная B z tм ( , , )k , можно
найти и силу, действующую на электромагнит [5,
6]. Однако целесообразно подвергнуть эти форму�
лы дальнейшему анализу и преобразованиям, что
позволит, во�первых, облегчить выполнение кон�
кретных расчетов, во вторых, выявить некоторые
важные физические свойства системы.

Постоянные времени. Записав D t( , )k как обрат�

ное преобразование Фурье по w от (2), можно до�
казать, что для полученного интеграла выполнены
условия леммы Жордана [13], причем все особые
точки подынтегральной функции являются про�
стыми полюсами и лежат на мнимоположительной
полуоси. Это позволяет выразить названный инте�
грал через сумму вычетов, причем при t< 0 он ока�
зывается равным 0.

Выполнив описанные преобразования и про�
дифференцировав полученное представление D t( , )k
по времени, можно прийти к формуле
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где d( )t – дельта�функция Дирака [11]; Q( )
,

,
t

t

t

0 0

1 0

<
³

ì
í
î

(функция Хэвисайда);

t
m s

n
n

T

a y
=

+
0

2

2 2
, r

y

y a a a y
n

n

n n

( )
( )( )

k =
+ + +

2

2 2 2 22
; a kT= ,

(3)

«ЭЛЕКТРИЧЕСТВО» № 11/2015 Влияние магнитного поля на характеристики электродинамического подвеса 51



где y nn ( , ,...)= 01 – корень уравнения

2ctgy
y

a

a

y
= - (4)

на промежутке n y np p< < +( )1 .

Подставив
d

dt
D t( , )k в (1), можно вычислить

свертку и получить после ряда преобразований
формулы:

B z t
k
V e tk z h

м ( , , ) ( ) ( , )( )k k k= - +m
g0 2

2
, (5)

где

g
m s

x( , ) ( )( )k t
k

T
e r a yi X t

n n
n

= - + + ´
=

¥
å1

4

0

2 2

0

´ - -

- ¥
òe e e ds

t i X s
t

sn n/ ( ) /t x t
. (6)

Из (6) ясен физический смысл величин t n . Оче�
видно, они играют роль постоянных времени и ха�
рактеризуют продолжительность переходных про�
цессов. Важно, что t n легко поддаются численным
расчетам [см. (3), (4)], а также аналитическим
оценкам. Так, из неравенства n y nnp p< < +( )1 лег�
ко получить для t n следующую двустороннюю
оценку:

m s

p
t

m s

p
0

2

2 2 2
0

2

2 2 21

T

a n

T

a n
n

+ +
< <

+( )
. (7)

Сила, действующая на периодический источник.
Для численных расчетов взят первичный источник,
характеризуемый потенциальной функцией
V I px qy( ) cos cosr = . Это периодическая структура
распределенных токов, замыкающихся вокруг то�
чек с координатами (n p n qp p/ ; / ), а полярности
чередуются в шахматном порядке. Такая система
служит моделью электромагнита с МДС I и разме�
рами p p/ /p q´ [2].

На основе подхода [5, 6] можно получить выра�
жения для сил, действующих на один пространст�
венный период такой системы со стороны поля
вихревых токов, определяемых формулой (5):

F t
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e

F t
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e

z
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( ) Re ;

( ) Im

= -

= -

-

-

2 2
0

2
2

2 2
0 2

2

2

p m
g

p m
g,

(8)

где g определяется по (6), в которой x= p, h= q.
Формулы (5), (6), (8) позволяют рассчитать

силы, действующие на электромагнит при его про�
извольном движении, но их реализация довольно
сложна, так как предполагает численное интегри�
рование по полубесконечному промежутку. Однако

для некоторых частных законов движения, пред�
ставляющих практический интерес, эти формулы
удается принципиально упростить. Так, для случа�
ев разгона и торможения с постоянным ускорени�
ем упомянутый интеграл вычисляется аналитиче�
ски, в итоге искомые силы выражаются через из�
вестные специальные функции, для которых име�
ются стандартные методы численного расчета.

Электродинамическая сила при равноускоренном
разгоне и равнозамедленном торможении. Конкрети�
зируем закон движения электромагнита на участ�
ках пуска и торможения. Будем считать, что при
t £ 0 он движется с постоянной скоростью v0, а с
момента испытывает постоянное ускорение w, т.е.

X t
v t t

v t wt t
( )

, ;

/ , ,
=

£

+ >

ì
í
ï

îï
0

0
2

0

2 0

при этом всегда удобно считать, что w ³ 0, тогда
при разгоне v0 0> , при торможении v0 0< .

Если t £ 0, то подстановка зависимости X(t) в (6)
и (8) приводит, как и должно быть, к известным
результатам для равномерного движения.

Для t ³ 0 интеграл в (6) разбивается на два: от
- ¥ до 0 и от 0 до t. В первом интеграле X s v s( )= 0
(равномерное движение), и интеграл вычисляется
элементарно. Второй интеграл после ряда преобра�
зований выражается через функцию W – интеграл
вероятностей мнимого аргумента [14]. В итоге
можно прийти к следующим формулам для g, зна�
чение которой [см. (8)] определяет искомые ком�
поненты электродинамической силы:

g m s b= - + + - +
=

¥
å1 4 0

2 2
0

0
k T r a y E ipvn n n n

n
/ ( )( / ( )

+ - -p ( ) / ( ( ( )) ( ( )))1 2 0i pw W G v E W G vn n n .

Здесь G v i pv i pwn n( ) ( ) ( ) /= - + +1 1 2b ;

E ip v v w v v wn n= - - -exp( ( ) / ( ) /2
0
2

02 b ;

v v wt= +0 – скорость в момент времени t, значения
rn , b tn n= 1/ определяются формулами (3), в кото�

рых a kT= , k p q= +2 2 .

Анализ результатов расчетов. Всюду толщина пу�
тевого полотна T = 0,01 м; его относительная маг�
нитная проницаемость m= 1, удельное сопротивле�

ние r = × -3 2 10 8, Ом×м (алюминий).

Постоянные времени. На рис. 1 даны расчетные
зависимости первых четырех постоянных времени
t t0 3,..., от параметра a kT= для 0 001 01, ,< <a . При
T = 0 01, м этот диапазон соответствует изменению

k p q= +2 2 от 01, до 10 м�1, т.е. речь идет об элек�

тромагнитах, размером от десятых долей до десят�
ков метров.
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Представленные результаты согласуются с полу�
ченными выше аналитическими оценками (7):

при фиксированном k значения t n убывают об�
ратно пропорционально сумме n2 + const;

каждая постоянная времени убывает с ростом k,
т.е. с уменьшением размеров электромагнита;

сильнее всего зависимость от k проявляется у
главной постоянной времени t 0, с ростом индекса
n она сглаживается.

Количественно во всем рассмотренном диапа�
зоне главная постоянная времени t 0 не менее чем
на три порядка превосходит все последующие по�
стоянные времени t n . Это превосходство тем боль�
ше, чем меньше k (т.е. чем больше размеры элек�
тромагнита).

Сравним аналитические оценки (7) с расчетны�
ми значениями t t0 3,..., . Для принятых исходных

данных m s0
2 33 9 10T = × -, с. В рассматриваемом

диапазоне a< < p, поэтому в сумме a n2 2 2+ p при

всех n¹0 слагаемым a 2 можно пренебречь, тогда
оценки (7) дают следующий результат:

3 9 10
4 0 10 9 9 10

3

2 0
4

1
5,

, ,
×

> > × > > × >
-

- -

a
t t

> > × > > ×- -t t2
5

3
54 4 10 2 5 10, , .

Как видно из графиков, значения t 2 и t 3 почти
не отличаются от значений на верхних границах
своих диапазонов, т.е. для них работает предельный
случай больших n (или, что то же самое, малых a).

Значение t1 в реальности изменяется от 3,0·10–4 до
4,04 с, что также ближе к верхней границе оценоч�
ного диапазона, но здесь отклонение может дости�
гать 25%. Значение главной постоянной времени
t 0 также укладывается в оценочный диапазон, но
оказывается далеким от обеих его границ.

Итак, с ростом k (при постоянных T, r ) ско�
рость затухания переходных процессов растет, сле�
довательно, отличие реальной картины от стацио�
нарной (при той же скорости) уменьшается. В то
же время исследование этого отличия усложняется,
так как превосходство t 0 над остальными постоян�
ными времени нивелируется и нужно учитывать
все большее их число. Это число, а также возмож�
ность замены постоянных времени t n их оценками
(7) определяются рассматриваемым диапазоном ис�
ходных данных. Поэтому полномасштабные расче�
ты сил целесообразно предварять значительно ме�
нее трудоемкими расчетами и оценками постоян�
ных времени.

Электродинамическая сила в режимах разгона и
торможения. На рис. 2 и 3 представлена подъемная
сила F tz ( ) в зависимости от скорости при равноус�
коренном разгоне с места. За единицу силы принят
ее высокоскоростной предел в стационарном при�
ближении (он равен силе взаимодействия электро�
магнита с его отражением относительно поверхно�
сти полотна). По горизонтальной оси отложены
мгновенное значение скорости (снизу) и время в
единицах главной постоянной времени t 0 (сверху).
Штриховой линией показана зависимость силы от
скорости в стационарном приближении. Здесь и
далее значение k соответствует электромагниту раз�
мером 0,79´ 0,79 м, параметры полотна – те же, что
указаны выше.
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На рис. 2 ускорение составляет 50 м/с2, на рис. 3
– 500 м/с2. Следует отметить, что верхняя граница
используемых в расчетах ускорений (500 м/с2) ха�
рактерна для ряда специальных систем электромаг�
нитного разгона и торможения [15].

Как видно из рис. 2, для ускорения 50 м/с2 от�
личие силы от стационарного приближения незна�
чительно. При ускорениях, допустимых для пасса�
жирского транспорта, это отличие еще меньше, что
подтверждается множеством расчетов в широком
диапазоне входных данных.

Иначе обстоит дело при больших ускорениях.
Как видно из рис. 3, при старте с места с ускоре�
нием 500 м/с2 подъемная сила, прежде чем устано�
виться на уровне высокоскоростного предела, со�
вершает резкие колебания относительно своего
стационарного значения при данной скорости.

Поведение тормозной силы при разгоне в прин�
ципиальном отношении такое же: при ускорении 50
м/с2 и меньше отличие от стационарного прибли�
жения незначительно, а при ускорении 500 м/с2

тормозная сила совершает колебания примерно та�
кого же размаха, как подъемная.

На рис. 4 показана зависимость тормозной силы
F tz ( ) при торможении. УскорениеW = 500 м/с2, на�
чальная скорость v0 500= м/с.

За нулевой момент времени принят момент ос�
тановки, за единицу силы – пиковое значение тор�
мозной силы в стационарном приближении. По го�
ризонтальной оси отложены значения тех же вели�
чин, что и на предыдущих рисунках, штриховая
линия — зависимость силы от скорости в стацио�
нарном приближении

Как видно, отличие от стационарного прибли�
жения здесь также велико, однако в режиме тормо�
жения отсутствуют колебания силы. Этот факт го�
ворит о том, что причиной упомянутых колебаний
является резкое изменение характера движения
при t= 0 (в момент старта), когда покой сменяется
движением с ненулевым ускорением. В режиме
торможения аналогичную роль играет момент оста�
новки, когда ускорение резко падает до нуля. Од�
нако момент остановки — не в начале интересую�
щего нас промежутка времени, как момент старта,
а в его конце. Поэтому резкое изменение ускоре�
ния при t= 0 не может повлиять на значения сил в
отрицательные моменты времени.

Сказанное выше о природе колебаний подтвер�
ждается расчетами, относящимися и к некоторым
другим типам движения, например скачкообразно�
му изменению скорости и движению с ускорением,
постоянным во всем диапазоне - ¥ < < + ¥t .

Выводы. 1. Продолжительность переходных
процессов, вызванных неравномерностью движе�
ния первичного источника поля (электромагнита)
в системе ЭДП, характеризуется бесконечным на�
бором постоянных времени, убывающих с ростом
номера обратно пропорционально его квадрату.
Значения этих величин определяются параметрами
системы и не зависят от конкретного закона дви�
жения. Их расчет основан на численном решении
простого трансцендентного уравнения, возможна и
их приближенная оценка.

2. Полученное решение позволяет также рас�
считывать силы для весьма разнообразных режи�
мов движения. Фактически были выполнены рас�
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четы для скачкообразного изменения скорости от
одного постоянного значения до другого, равноус�
коренного движения, старта с места с постоянным
ускорением и такого же торможения до остановки.
Последние два режима представляют наибольший
практический интерес.

3. Расчеты показали, что при достаточно высо�
кой неравномерности движения характеристики
электродинамического подвеса существенно отли�
чаются от тех, что дает для той же скорости ста�
ционарное приближение.

4. Можно считать установленным, что в широ�
ком диапазоне параметров, характерном для пасса�
жирского варианта ЭДП, стационарное приближе�
ние вполне приемлемо. В то же время при более
резкой неравномерности, имеющей место в специ�
альных системах электродинамического разгона или
торможения, учет неравномерности необходим.

5. Диапазон ускорений, для которого применимо
стационарное приближение, зависит от геометрии
системы и проводимости материала полотна. При�
менительно к конкретным системам эти границы
можно уверенно установить с помощью расчетов,
которые целесообразно предварять приближенными
оценками на основе постоянных времени.
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The electrodynamic suspension (EDS) problem is solved for the case of arbitrary (also nonuniform)
motion of the electromagnet with respect to a relatively infinitely wide uniform conducting bed with a finite
thickness. It has been found that the duration of transients caused by motion nonuniformity in the EDS
system is characterized by an infinite set of time constants. Formulas for their exact calculation and for
approximate estimates are obtained. It can be regarded as an established fact that in a wide range of
parameters typical for the passenger EDS version the constant speed approximation that was used in the
previous works (the steady approximation) yields quite satisfactory accuracy. At the same time, for a
number of special applications that allow for a higher motion nonuniformity the effect of nonuniformity is
quite significant. The range of accelerations in which the steady approximation is applicable depends on the
system geometry and conductivity of bed material.

K e y w o r d s : transport plant, electrodynamic suspension, transients, levitation, thrust, starting and
braking characteristics
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