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Источниками низко
 и высокочастотных элек

тромагнитных полей (ЭМП) являются радио
 и те

левизионные передающие устройства, системы
обычной и сотовой связи, радиотелефоны. Уровень
этих полей достаточно высок, что приводит к ухуд

шению параметров электромагнитной среды, сни

жению эффективности работы технических средств
и обслуживающего персонала [1–4]. Наиболее эф

фективным средством снижения уровня ЭМП
(электрической и магнитной напряженности) в ок

ружающей среде является применение активного и
пассивного экранирования либо пространства, в
котором желательно снизить уровень ЭМП, либо
технических средств, влияние на которые внешне

го ЭМП следует исключить [5–7]. В [8–10] предло

жена методика расчета низкочастотных электро

магнитных полей для случая, когда незамкнутые
экраны являются идеально проводящими. В этом
случае поле не проникает через стенки экранов.
Для экранов же с низкой проводимостью материа

ла поле проникает через стенку оболочки – для
моделирования таких процессов используют не

классические граничные условия [11].

В статье решена краевая задача с неклассиче

скими граничными условиями, описывающими
процесс проникновения низкочастотного электри

ческого поля через тонкую незамкнутую сфериче

скую оболочку с учетом ёмкостных свойств обо

лочки.

Постановка задачи. В пространстве R3 с диэлек

трической проницаемостью e0 и магнитной прони

цаемостью m0 расположена полупрозрачная тонко

стенная незамкнутая сферическая оболочка ГD
толщиной D. Оболочка ГD выполнена из материала
с диэлектрической проницаемостью e, магнитной
проницаемостью m, удельной электрической про


водимостью g и расположена на поверхности сфе

ры Г1 радиусом a, круговое отверстие имеет угол
раствора q0 (рис. 1). Оболочку ГD заменим на иде

альную поверхность Г r a= = £ £ £ £{ , , }q q p j p0 0 2 .

Для решения задачи свяжем с точкой 0 сфери

ческие координаты { , , }r q j :

x r= cos sinj q; y r= sin sinj q; z r= cosq,

где 0 £ < ¥r ; 0 £ £q p; 0 2£ £j p.
В пространстве распространяется первичное

низкочастотное электрическое поле с электриче

ским потенциалом u0, изменяющимся с круговой
частотой w. Для электрического потенциала u1 поля
внутри сферической поверхности и для потенциала
u u u2 0 2= + ¢ вне поверхности Г1 сформулируем
краевую задачу экранирования со специальными
граничными условиями [11] на поверхности экра

на Г:
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Решение задачи экранирования низкочастотного
электрического поля тонкостенной незамкнутой
сферической оболочкой сведено к решению инте�
грального уравнения Фредгольма второго рода. Полу�
чена формула для вычисления коэффициента экрани�
рования. Приведены результаты вычислительного
эксперимента.
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The solution of the problem of shielding a
low�frequency electric field by an open thin�walled
spherical shell is reduced to solving Fredholm’s integral
equation of the second kind. A formula for calculating the
shielding factor is obtained, and results from a numerical
experiment are presented.
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u M2 0( )® при M ® ¥ , (4)

M – произвольная точка пространства.
Реальные электрические потенциалы и электри


ческие поля определяются формулами:

V u ej j
i t= -Re( )w ,

�

E Vj j= - grad , i - мнимая еди


ница, j= 1 2, .
Отметим, что в [12] использовалось граничное

условие сопряжения вида
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Вычислительный эксперимент показал, что ве

личина q принимает достаточно большое значение.
Поэтому в данном граничном условии пренебрега


ем величиной
1 2 1

q

д u u

дn Г

( )+
� и получаем граничное

условие F u u Г( )2 1 0- = . Так как в операторе F диф


ференцирование осуществляется вдоль поверхно

сти Г , то получим первое граничное условие (3),
которое позволяет учитывать ёмкостные свойства
оболочки Г 1.

Можно воспользоваться другим обоснованием.
Предполагается, что на одной стороне экрана рас

полагаются распределенные по поверхности поло

жительные заряды, а на другой – отрицательные.
Считается, что заряды не могут нейтрализоваться
путем передвижения с одной стороны экрана на
другую. Такая структура описывается потенциалом
двойного слоя, который терпит разрыв первого
рода. Указанный разрыв потенциала описывается
первым граничным условием (3).

Выполнение граничных условий. Представим ре

шение задачи (1)–(3) в виде суперпозиции по ба

зисным решениям уравнения Лапласа в сфериче

ской системе координат так, чтобы выполнялось
условие на бесконечности (4):
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где xn , yn - неизвестные коэффициенты, подлежащие
определению; Pn (cos )q – полиномы Лежандра [13].

В качестве первичного электрического поля
примем поле электрического диполя, ориентиро

ванного вдоль оси 0z с точечными зарядами Q и - Q,
расположенными соответственно в точках
M h1 10 0( , , )- , M h2 20 0( , , )- :
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Полярность диполя меняется с частотой f ,
w p= 2 f – круговая частота.

Потенциал этого поля в окрестности сфериче

ской оболочки равен [14]:
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Учитывая представления (5), (6) и выполняя
граничные условия (2), (3), с учетом разложения
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и парные сумматорные уравнения по полиномам
Лежандра вида:
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Рис. 1. Осевое сечение экрана
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Исключим из (8) коэффициенты xn с помощью
представления (7) и введем в рассмотрение новые
величины:
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Преобразуем парные сумматорные уравнения
(10) к регулярному интегральному уравнению
Фредгольма второго рода. Для этого введем в рас

смотрение новую функцию j ( )t , которая связана с
коэффициентами Tn соотношением:
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После преобразований получим [15, 16]:
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Ядро интегрального уравнения имеет вид
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Вычисление коэффициента экранирования. Изме

нение напряженности электрического поля в про


извольной точке M0 внутри сферической оболочки
в течение периода T = 2p w/ определяется по фор

муле
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Коэффициент экранирования (ослабления)
поля в точке M0, расположенной на оси 0z внутри
сферической оболочки, вычисляем по формуле
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Вычислительный эксперимент. Для численного

решения интегрального уравнения (12) воспользу

емся методом коллокации. Разобьем отрезок [ , ]0 0q
на N частичных отрезков [ , ]q q0
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уравнения ищем в виде линейной комбинации:

j y( ) ( )t C tn n
n

N
=

=
å
1

, y n t( ) – базисные функции. (15)
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В качестве базисных функций выбираем систе

му функций Хаара [18], а в качестве точек коллока


ции – точки x m m m( ) ( ) /= + -q q0 0
1 2 – середины час


тичных отрезков. В результате получим систему ли

нейных алгебраических уравнений для определе

ния коэффициентов Cn :
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Решая систему (16), вычисляем коэффициенты
Tn по формуле:
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Кроме того, для получения достоверного реше

ния системы линейных алгебраических уравнений
(16) необходимо проверить обусловленность систе

мы. Матрица, соответствующая системе, считается
хорошо обусловленной, если число обусловленно

сти матрицы ³ 1 [19].

Был проведен вычислительный эксперимент.
Число обусловленности системы линейных алгеб

раических уравнений в пространстве L1, L2 [20]
для рассмотренных параметров задачи не превыша

ло 40. При выполнении расчетов бесконечные сум

мы, входящие в представление интегральных урав


нений (12), вычислялись с точностью 10 5- при
шаге h= 0 05, . Расчеты выполнялись в системе ком

пьютерной математики Mathcad 14 [21].

В ходе вычислений были получены значения

коэффициента экранирования K M( ) ( , )+
0 0 для не


которых углов раствора q0 незамкнутой полупро

зрачной сферической оболочки Г и следующих па

раметров: h a1 12/ ,= ; h a2 1201/ ,= ; D / ,a= 01; f = 100

Гц; e e= 50 0; e0
128 85 10= × -, Ф/м; g= 0; m m= 0;

m p0
74 10= × - Гн/м; V=1 B; Q= 0 01, Кл.

На рис. 2 представлены графики K M( ) ( , )+
0 0 ,

0 1£ <z a/ для углов раствора q0: 1 –100°, 2 –90°, 3
– 60°, 4 – 45°, 5 – 30°.

На рис. 3 представлены графики K M( ) ( , )+
0 0 ,

0 1£ <z a/ для угла раствора q0 60= °, f = 1000 Гц и
различных значений отношений толщины оболоч

ки D к радиусу D / a: 1 – 0,1; 2 – 0,05; 3 – 0,01; 4 –
0,005.

На рис. 4 представлены графики K M( ) ( , )+
0 0 ,

0 1£ <z a/ для угла раствора q0 60= °, f = 1000 Гц,
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Рис. 2. Зависимости коэффициента экранирования от z a/ для
D/ ,a= 01 f = 100 Гц и различных углов раствора q0
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Рис. 3. Зависимости коэффициента экранирования от z a/ для
различных значений D/ a

Потенциал V Значения коэффициентов экранирования при отношениях z/a, равных

0,01 0,21 0,41 0,61 0,91 
 0,51 
 0,91

0,01 0,768556 0,828029 0,875641 0,911813 0,948297 0,560321 0,317385

100 0,768604 0,828101 0,875732 0,911915 0,948408 0,560327 0,317386

10000 0,773313 0,835131 0,884677 0,922087 0,959392 0,560942 0,317412



D / ,a= 0 01 и различных значений отношений e e/ 0:
1 – 20; 2 – 40; 3 – 60; 4 – 90; 5 – 120.

В таблице приведены значения коэффициентов

экранирования K M( ) ( , )+
0 0 при изменении потен


циала V, значений - < <1 1z a/ и следующих пара

метров: h a1 12/ ,= ; h a2 1201/ ,= ; D / ,a= 0 01; q0 90= °;
f = 500 Гц; e e= 50 0; g= 0; m m= 0; Q= 01, Кл.
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Рис. 4. Зависимости коэффициентов экранирования от z a/ для
различных значений e e/ 0


