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Модальный синтез законов управления в электроэнергетических
системах на основе многошаговой декомпозиции

ГАДЖИЕВМ.Г., МИСРИХАНОВМ.Ш.,ШАРОВЮ.В.

Модальный подход часто ассоциируют с мето�
дом пространства состояний [1], что в некоторой
степени является справедливым. От частотного ме�
тода, метода D�разбиения, метода корневого годо�
графа метод пространства состояний отличается
принципиально иными возможностями. Он позво�
ляет судить о том, достижима ли цель управления
(управляемость), определить необходимый состав
измерителей (наблюдаемость), синтезировать
управление (возможность стабилизации, детекти�
рования, запас устойчивости) и т.д.

Среди различных направлений теории управле�
ния динамическими системами, основанных на ме�
тоде пространства состояний, можно выделить два
подхода, получивших наибольшее распространение
в инженерной практике [2, 3]. Один из них базиру�
ется на методах оптимизации динамической систе�
мы путем сведения к минимуму некоторого функ�
ционала (обычно интеграла от какой�либо квадра�
тичной формы), характеризующего качество управ�
ления. Другой – связан с методами модального
анализа и синтеза, т.е. методами анализа динами�
ческих свойств системы и формирования законов
управления с обратной связью, придающих замк�
нутой системе заранее выбранное распределение
собственных значений.

Проблема управления модами колебаний в ди�
намических системах (управления собственными
значениями, полюсами или спектром) имеет про�
должительную историю в теории управления, но до
сих пор не утратила актуальности, привлекая но�
вые возможности математики и ранее не использо�
вавшиеся формы представления синтезируемых
систем, например, алгебро�дифференциальные [4],
аффинные [5], проективные [6] и др.

В практических задачах [2, 3, 7—9] многие из�
вестные методы оказываются не применимыми в
связи с присущими им недостатками: плохой обу�
словленностью используемых матриц (например,
матриц управляемости); возможной неразрешимо�
стью задачи при полной управляемости (например,
ограничения на кратность назначаемых собствен�
ных значений); быстрым ростом размерности ре�
шаемых уравнений; трудностью построения мно�
жества эквивалентных регуляторов; отсутствием
явного влияния на другие свойства замкнутой сис�
темы (качество переходных процессов, робастность
и др.).

До сих пор в практике конструирования регуля�
торов с помощью многомерных математических
моделей ЭЭС, имеющих многие входы и многие
выходы, в полной мере не осуществлялся аналити�
ческий (не численный, общесистемный) и совме�
щенный синтез законов управления с обеспечени�
ем заданных модальных и статических свойств.

В статье представлен модифицированный метод
многошаговой декомпозиции [2, 3], пригодный для
аналитического синтеза законов модального управ�
ления ЭЭС с высокой размерностью пространства
состояний, не имеющий ограничений на кратность
назначаемых собственных значений, позволяющий
осуществлять синтез централизованного и децен�
трализованного управления. В основе метода лежит
специальным образом организованное преобразо�
вание уравнений ЭЭС на основе псевдообратных
матриц и матричных делителей нуля [6, 10]. Полу�
чаемое представление преобразованной системы
содержит в явном виде элементы, изменение кото�
рых с помощью обратной связи позволяет располо�
жить заданным образом собственные значений
замкнутой системы и обеспечить желаемый запас
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статической устойчивости и характер переходных
процессов.

Устойчивость, управляемость и наблюдаемость
регулируемой ЭЭС. Рассмотрим математическую
модель ЭЭС как линейную многомерную систему с
многими входами и выходами, представленную в
пространстве состояний уравнениями:

�( ) ( ) ( )x Ax But t t= + ; y Cx( ) ( )t t= , (1)

где x( )t – n�мерный вектор состояния; u( )t – r�мер�
ный вектор входа (управления); y( )t – m�мерный
вектор выхода (измерения).
Электроэнергетическая система как динамиче�

ская система (1) является полностью управляемой
(по Калману), если ранг матрицы управляемости
равен размерности пространства состояний n, т.е.

rank[ ]B AB ...|A Bn n- =1 . (2)

Полная управляемость системы (1) означает су�
ществование ограниченного входного сигнала в
виде обратной связи

u Kx( ) ( )t t=- , (3)

переводящего данную систему за конечный проме�
жуток времени из любого начального состояния x0
в любое наперед заданное положение x*. Более
того, полная управляемость позволяет придать
замкнутой системе

�( ) ( ) ( )x A BK xt t= - ; y Cx( ) ( )t t= , (4)

заданные свойства, например, заранее предписан�
ное расположение собственных значений (корней
характеристического полинома):

{� :det(� )l li i nE A BK- + =0, i n=12, ,..., }. (5)

Налагая требования на желаемое расположение
собственных значений (5), можно обеспечить, на�
пример, тот или иной запас статической устойчи�
вости и (опосредованно) заданное качество пере�
ходных процессов.
Модальный подход также дает возможность

оценить управляемость ЭЭС не только в целом
(см. критерий (2)), но и по каждой моде колебаний
в отдельности (по каждому собственному значению
l k ). Так, использование модального критерия
управляемости, известного как PBH�test [3, 11]:

rank[ ]li nE A|B- , (6)

показывает, можно ли подходящим образом изме�
нить данное собственное значение li и, следова�
тельно, повлиять на моду колебаний.
Критериям (2), (6) можно сопоставить дуальные

критерии, определяющие наблюдаемость системы
(1). Так, условие полной наблюдаемости линейной

системы (1) рассматривается как дуальное условие
условиям полной управляемости (2), (6).
Для полной наблюдаемости системы (1) необхо�

димо и достаточно выполнения эквивалентных ус�
ловий:
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где переменная li «пробегает» все множество соб�
ственных значений:

eig( ) { :det( )A E A= - =l li i n 0; i n=12, ,..., }. (8)

Если число используемых входов и переменных
состояния объекта меньше его порядка, то управ�
ление собственными значениями становится за�
труднительным. Однако применение динамических
наблюдающих устройств (наблюдателей состояния
или наблюдателей Люенбергера) позволяет по час�
ти переменных состояния (имеющемуся субвекто�
ру) восстановить весь вектор состояния, что сохра�
няет возможность свободного управления собст�
венными значениями замкнутой системы (5). При
этом справедлива так называемая теорема разделе�
ния [1], согласно которой синтез закона управле�
ния (3) и наблюдателя состояния можно выполнять
независимо друг от друга.
В отличие от традиционных подходов, исполь�

зуемых в отечественной электроэнергетике, воз�
можности модального подхода в отношении синте�
за законов управления чрезвычайно широки, а его
арсенал методов непрерывно пополняется новыми
конструктивными результатами, например, обеспе�
чивающими не только численный, но и аналитиче�
ский синтез.

Требования к управляемой системе при модальном
синтезе. Синтез управления ЭЭС в форме (1) с по�
мощью закона управления с обратной связью (3)
является классической задачей, когда необходимо
найти такую матрицу K (матрицу регулятора), что�
бы обеспечивались некоторые заданные требова�
ния к процессу управления. Эти требования услов�
но можно разделить на три группы [2, 3]:
а) требование на размещение собственных зна�

чений матрицы Якоби A BK- в заданных точках
или в заданной области комплексной плоскости;
б) требование на размещение собственных зна�

чений матрицы Якоби A BK- и нулей передаточ�
ной матрицы замкнутой системы

( )lE A +BK Bn -
-1
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в заданных точках заданных областей комплексной
плоскости;

в) требование к переходным процессам в замк�
нутой системе в смысле минимума заданного
функционала качества.

Остановимся далее на требовании а), которое
распространяется на различные постановки задачи
стабилизации. При этом дополнительно могут вы�
двигаться условия полной (или частичной) управ�
ляемости (2) и полной (или частичной) наблюдае�
мости (7) динамической системы.

Требования на распределение собственных зна�
чений (5) можно задавать также с помощью разло�
жения характеристического полинома на множите�
ли, например,

det( ) ( � )( � )...( � )l l l l l l lE A+BKn n- = - - -1 2 , (9)

где �li – заданные значения корней полинома (соб�

ственные значения матрицы A +BK) или разложе�
ния матрицы:

A BK = WLW- -1. (10)

Здесь L – матрица диагонально�клеточного типа;
W – матрица преобразования.

В матрице L для каждого i�го действительного
собственного значения li , соответствующего за�
данному значению корня характеристического по�
линома (9), имеется клетка размером 1 1´ , а для ка�
ждой пары комплексно�сопряженных корней –
клетка размером 2 2´ вида

Re Im

Im Re

l l
l l

i i

i i
R

-é

ë
ê

ù

û
úÎ ´2 2 .

Еще одним способом реализации требования a)
является использование линейных матричных не�
равенств [12]. Если задана некоторая выпуклая об�
ласть в левой полуплоскости комплексной плоско�
сти в смысле требования a), тогда обязательно су�
ществуют линейные матричные неравенства, опи�
сывающие границы этой области. Использование
этих неравенств позволяет получить стабилизирую�
щий закон управления.

Модальный синтез на основе многошаговой де�
композиции. Рассмотрим далее метод, основанный
на многошаговой (многоступенчатой) декомпози�
ции модели ЭЭС [2, 3].

Обозначим через B^ матрицу, удовлетворяю�
щую условиям [10]:

B B^ =0; B B E+
^ ^= , (11)

где B+
^ – псевдообратная матрица для матрицы

B^, для которой, как следует из определения псев�

дообратной матрицы, дополнительно выполняются
условия симметрии:

B B B B+ +
^ ^ ^ ^=( )т ; B B B B+ +

^ ^ ^ ^=( )т .

Определим матрицу регулятора K в формуле за�
кона управления (3) в следующем виде:

K B A B+ += -L . (12)

Здесь B+ – псевдообратная матрица для матрицы

B; L – матрица, имеющая заданные (желаемые)
собственные значения (см. (10)).

Тогда можно показать, что справедливым явля�
ется равенство для множества собственных значе�
ний:

eig eig eig( ) ( ) ( )A BK B AB+- = ^ ^ � L . (13)

Таким образом, закон управления (3) с матри�
цей регулятора (12) обеспечивает замкнутой управ�
лением динамической системе заданное подмноже�
ство собственных значений, совпадающее с множе�
ством собственных значений матрицы L. Другая
часть собственных значений, как видно из (13), оп�

ределяется матрицей B AB+
^ ^.

Недостатком закона управления (3) с матрицей
(12) является то, что в общем случае нельзя гаран�

тировать устойчивость матрицы B AB+
^ ^, т.е. мно�

жество eig( )B AB+
^ ^ может содержать неустойчивые

собственные значения li , у которых Re li >0. По�
этому введем в рассмотрение многошаговую де�
композицию системы (1). Декомпозиция имеет
следующий вид:

исходное положение

первый шаг

A A B B

A B AB B B+

0 0

1 1

= =

= =^ ^

; ;

; ^

^ ^ ^= =
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;

; ;
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k k k k k k k k
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; ;

(

A B A B B B A B

�

+= =^ - - ^ - ^ - - -1 1 1 1 1 1
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S S S S S S S S

)

; .A B A B B B A B+= =

ü

ý

ï
ï

^ - - ^ - ^ - - -1 1 1 1 1 1

ï
ï
ï
ï
ïï

þ

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(14)
Здесь S n r=floor( / ) – операция округления числа
n r/ в сторону ближайшего целого в меньшую сто�
рону, например, floor( , )0 3 0= ; floor( , )15 1= ;
floor( , )3 89 3= и т.д.
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Если также пошагово определить матрицы:

K B A B B =B K B

K B A B B =B

0 0 0 0 0 0 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1

= - -

= -

- - - +
^

- - -
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- - - +
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-

-

= - -

= -

K B

K B A B B =B K B

K B A

2 1

2 2 2 2 2 2 2 3 2

;

, ,...;L

k k k L

L

k k k k k k

S S S S S

B B =B K B

K B A B

- - +
+ ^

+ +

-

= -

ü

ý

ï
ï
ï
ï

þ

ï
ï, ,...;

,

1 ï
ï

(15)

то в результате замыкания обратной связи с зако�
ном управления (3), где

K B K B A B K B= - - -+
^

+
^( ) ( )1 1L , (16)

обеспечивается следующее равенство множеств
собственных значений:

eig eig( ) ( )A BK- = -
=

+
L i

i

S

1
1

1
� . (17)

Таким образом, многошаговая декомпозиция
системы (14) и такая же по числу шагов процедура
определения матрицы K (16) на основе выражений
(15) обеспечивают заданное размещение собствен�

ных значений �li , как это указано в (5).

Методика аналитического синтеза модальных
законов управления ЭЭС. На основе представленно�
го метода модального управления с многошаговой
декомпозицией определим методику аналитическо�
го синтеза законов управления ЭЭС.

В общем виде данная методика включает сле�
дующие этапы:

1) формирование матриц A A B B0 0= =, (фор�
мируется модель ЭЭС в пространстве состояний);

2) вычисление значения S n r=floor( / );

3) задание матриц L0, L1, … LS , таким обра�
зом, что

eig( )Li
i

S

-
=

+
1

1

1
�

– желаемое множество собственных значений,
замкнутых управлением ЭЭС;

4) рассчет матриц B^, B^
+, а затем — матриц

первого шага декомпозиции:

A = B AB1 ^ ^
+, B = B AB1 ^ ,…;

5) вычисление матриц B^ -k 1, B^ -
+

k 1
, а затем

матриц k�го шага декомпозиции:

A B A B
k k k k
= ^ - - ^ -

+
1 1 1

; B B A B
k k k k
= ^ - - ^ -1 1 1

;,…;

6) определение матриц B^ -S 1, B^ -
+

S 1, а затем

— матриц S�го шага декомпозиции:

A B A BS S S S= ^ - - ^ -
+

1 1 1; B B A BS S S S= ^ - - -1 1 1;

7) последовательно вычисляются матрицы регу�
ляторов:

K B A0 0 0= - ; B = B K B0 0 1 0
- +

^- ; K B A1 1 1= - ;

B = B K B1 1 2 1
- +

^- ...; K B Ak k k= - ;

B = B K Bk k k k
- +

+ ^- 1 ;... K B AS S S= + .

Регулятор с матрицей (16) обеспечивает выпол�
нение условия (17), т.е. условия заданного разме�
щения собственных значений.

Синтез управления ОЭС Центра. Использование
методик показано далее на примере линеаризован�
ной математической модели ОЭС Центра.
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Рис. 1. Блок�схема синтеза модального закона управления ОЭС Центра на основе многошаговой декомпозиции
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Для модели ОЭС Центра, включающей
k n= =/ 2 129 синхронных генераsторов, рассмотрим
следующие линеаризованные уравнения [8, 9]:

d

dt
si
i

d
= ;

ds

dt J
P D s ei

i
i i i i=- + -

1
( )D D D , i=12, ,...;

k n= / 2.

Здесь Di – коэффициент демпфирования; Dsi –
вектор приращения скольжения генераторов; Dei –
вектор управления; Ji – момент инерции; DPi –
изменение активной мощности, определяемое с
помощью уравнений электрической сети:
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d
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где DP – вектор приращения активной мощности
во всех узлах системы; DQ – вектор приращений
реактивной мощности; DU – вектор приращения
амплитуды напряжения; Dd – вектор приращения
углов сдвига фаз по напряжению.

Элементами матрицы Якоби в уравнении (18)
являются соответствующие частные производные:

Hij
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d
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j
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= ; Nij
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j

дQ
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=

d
; Dij

i

j

дQ

дU
= .

При сделанных предположениях матрицы A и B
в векторном уравнении (1) принимают вид:

Из предположения возможности одновременно*
го управления всеми синхронными генераторами
объединения вытекает условие

S = - =floor( / )258 129 1 1 и в соответствии с (14) и (15)
получаем формулы для матрицы K в законе управ*
ления (3):

K B K B A B K B= - - -+
^

+
^( ) ( )1 1L ; (20)

K B AB B AB B AB1 1= -^
+

^
+

^ ^
+L ( ) ( ) . (21)

При этом обеспечивается строгое равенство
собственных значений:

eig eig eig( ) ( ) ( )A BK- = L L� 1 .

Блок*схема алгоритма синтеза закона управле*
ния ОЭС Центра представлена на рис. 1.

Реализация закона (3) и (20) может быть осуще*
ствлена с помощью системных стабилизаторов.
Если далее в законе управления (20) и (21)
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где �li – заданные собственные значения управляе*

мой ОЭС Центра, тогда данный закон приобретает
следующий вид:

K [K |K ]H D= . (23)
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Как показано ранее и как следует из формул
(24), (25), заданные собственные значения в матри�
цах (22) должны составлять либо комплексно�со�
пряженные пары, либо быть вещественными чис�
лами. Например, в случае задания комплексно�со�
пряженных собственных значений будут иметь ме�
сто матрицы:

L1 1 1 2 2= + + +diag( � � � � ... � � )a w a w a wj j jk k ,

L= - - -diag( � � � � ... � � )a w a w a w1 1 2 2j j jk k ,

и, как следствие, — новые матрицы:

KH =

-
- +

-

- -

H T

b T

H

b T

H

b T

H

J

J J

J

11 1 1
2

1
2

1 1

12

1 1

21

2 2

22

( � � )a w
�

- +

- -

é

- -

T

b T

H

b T

H

b T

J

J

k

k Jk

k

k Jk

2 2
2

2
2

2 2

11 12

( � � )

, ,

a w
�

� � �

�

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

®

-

-

-
- +

ù

û

ú
H

b T

H

b T

H T

b T

k

J

k

J

k k Jk k k

k Jk

1

1 1

2

2 2

2 2

,

,

, ( � � )

�

a w

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

;

K D =-
+

®
æ

è
ç
çdiag

D T

b T
J

J

11 1 1

1 1

�a

®
+ + ö

ø

÷
÷÷

D T

b T

D T

b T
J

J

k k Jk k

k Jk

22 2 2

2 2

�

...
�

,a a
.

С помощью закона управления (23) можно раз�
местить собственные значения, находящиеся на
границе статической устойчивости
ОЭС Центра заданным образом,
например, как это показано на
диаграмме рис. 2.

В данном случае полученный
регулятор имеет спектральную
норму K =20 7016, , обеспечивая
точность размещения собственных
значений с пренебрежимо малым

значением, равным ~10 14- . По�
кольку спектральная норма нере�
гулируемой ОЭС Центра равна

A = ×14796 103, , то вычисленное

модальное управление «потребля�
ет» всего лишь ~7% «запасенной»

энергии системы. При этом переходные процессы
управляемой ОЭС Центра имеют быстро затухаю�
щий апериодический характер, о чем свидетельст�
вует введенная в уравнение [8, 9] обобщенная пе�
реходная функция ЭЭС в виде нормы матричной
экспоненты (см. рис. 3).

На рис. 4 приведена топография псевдоспектра
[8, 9, 13, 14] ОЭС Центра с модальным законом
управления:

eig e s e( ) { ; ( )minA BK E A BK- = - + £z zi i ,

где smin – минимальное сингулярное число мат�
рицы zi E A BK- + [10]; e – заданное малое положи�
тельное число (допуск).

«ЭЛЕКТРИЧЕСТВО» № 11/2017 Модальный синтез законов управления в электроэнергетических системах 9

Im 10�
x

14

6

4

2

0

�2

�4

�6
�3,4 �3,2 �2,4 �2,6 Re

Рис. 2. Расположение на комплексной плоскости собственных
значений матрицы Якоби управляемой модели ОЭС Центра

exp( )At

0

200

400

1 2 3 4 t, c

Рис. 3. Обобщенная переходная функция модели ОЭС Центра
c управлением в линейном и логарифмическом масштабах

Рис. 4. Топография псевдоспектра eige( )A BK- ОЭС Центра с модальным управлением



При анализе рис. 4 можно отметить высокий
запас статической устойчивости с допустимой нор�
мой возмущений параметров объединенной энер�

госистемы D= »-10 0 05011 3, , (на рис. 4 – двойная

стрелка).
Выводы. 1. Модальный метод, использующий

многошаговую декомпозицию уравнений ЭЭС, по�
зволяет синтезировать законы управления различ�
ных регуляторов (регуляторов возбуждения генера�
торов и скорости вращения турбин, системных ста�
билизаторов, статических компенсаторов реактив�
ной мощности и др.), обеспечивая заданные дина�
мические свойства энергосистем.
2. Метод многошаговой декомпозиции не имеет

ограничений по кратности назначаемых собствен�
ных значений матрицы Якоби и размерности син�
тезируемых законов управления, а также позволяет
получать аналитические решения для ЭЭС, описы�
ваемых уравнениями как невысокой, так и боль�
шой размерности. Данный метод эффективно реа�
лизуется инструментарием традиционных систем
компьютерной алгебры.
3. Методика синтеза законов управления, пред�

ложенная в настоящей статье, позволяет осуществ�
лять выбор параметров настроек регуляторов раз�
личного типа. При этом обеспечение заданного за�
паса статической устойчивости и качества электро�
механических переходных процессов обеспечивает�
ся за счет формирования желаемых собственных
значений матриц.
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A modal approach to the synthesis of control laws in electric power systems based on a multi�step
decomposition of the energy system equations is considered. Thekeyelementsin this decomposition are
pseudoinverse matrices and matrix zero divisors. The approach has no limitations on the multiplicity of
assigned eigenvalues and the dimension of the synthesized systems inherent in known modal methods, and
allows the formation of control laws in both numerical and analytical form. An example of the synthesis of
the laws governing the unified energysystem ispresented.

K e y w o r d s : electric power system, static stability, Jacobi matrix, eigenvalues, control law, modal
synthesis, multi�step decomposition


