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В статье [1] были получены точные аналитиче�
ские формулы для расчета электротехнических ха�
рактеристик прямолинейного сверхпроводника эл�
липтического поперечного сечения, возбуждаемого
совместным воздействием подключенного к нему
источника питания с напряжением U и переменно�

го однородного магнитного поля с индукцией Be .

Связь между проекциями Be и транспортным то�

ком сверхпроводника J задавалась соотношениями:

B B kJex e= =cos j b ; (1)

B B kJey e= =sin j b , (1а)

где k= const – безразмерный коэффициент пропор�
циональности; b – фактор геометрии проводника,
который для эллипса с осями a и b равен:

b
m

p
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+
2 0
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В данной статье путем модификации этих фор�
мул будут получены соотношения для расчета элек�
тротехнических характеристик сверхпроводящего
кольца эллиптического поперечного сечения, воз�
буждаемого источником питания. На практике по�
лученные соотношения могут быть использованы,

в первую очередь, при исследовании свойств высо�
котемпературных сверхпроводящих (ВТСП) колец,
а также устройств на их основе (например, сверх�
проводящих индуктивных ограничителей тока [2,
3]). Кроме того, они позволяют (пожалуй, впервые)
количественно проанализировать влияние радиуса
кривизны сверхпроводника на его электротехниче�
ские характеристики.

Помимо статьи [1], базовые формулы для пря�
молинейного сверхпроводника опубликованы в
приложении к публикации [4]. В процессе вывода
соотношений для кольца будем ссылаться на фор�
мулы именно этого приложения, что, по�видимо�
му, удобнее для читателей журнала. Заметим также,
что общий подход к определению электротехниче�
ских характеристик сверхпроводника приведен в
[5, 6].
Постановка задачи. Круговое сверхпроводящее

кольцо имеет эллиптическое поперечное сечение с
осями a b, . Ось a направлена вдоль радиуса кольца
r , ось b параллельна оси кольца z. Средний диаметр
кольца (диаметр оси поперечного сечения) равен d.
В апертуре кольца расположен длинный (теорети�
чески бесконечно длинный) соленоид, создающий
переменный магнитный поток FU . Поскольку поле
бесконечно длинного соленоида за пределами его
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обмотки отсутствует, поток через любой контур,
охватывающий апертуру кольца, одинаков. Следо�
вательно, воздействие соленоида на кольцо эквива�
лентно возбуждению кольца источником питания с
напряжением U d dtU= - F / . Предполагается, что
напряжение U является аргументом задачи, т.е.
токи сверхпроводящего кольца не оказывают влия�
ния на его значение. Заметим, что именно такая
схема возбуждения обычно используется на прак�
тике при исследовании свойств ВТСП колец, при
этом для исключения влияния токов кольца на со�
леноид используются компенсирующие обмотки.

Целью работы является получение аналитиче�
ских соотношений для расчета следующих характе�
ристик: связь между транспортным током кольца и
напряжением источника питания U J( ), интеграл от
напряжения по времени FU , работа и мощность
источника питания AU , WU , тепловые потери и
мощность тепловых потерь в кольце q и P; магнит�
ный момент кольца m, а также его дифференциаль�
ная и абсолютная статическая индуктивности Ld и
LSA . При выводе соотношений предполагается, что
вольт�амперная характеристика сверхпроводника
описывается моделью критического состояния,
причем критическая плотность тока сверхпровод�
ника постоянна jc = const. Будут рассмотрены два
варианта расчета характеристик – простой и уточ�
ненный. В совокупности эти варианты обеспечива�
ют достаточную для практики точность вычисле�
ний в широком диапазоне геометрий кольца.
Методика простого расчета. На рис. 1 приведены

примеры распространения насыщенной зоны (об�
ласти сверхпроводника, занятой током), рассчитан�
ные численно по программе [7]. Точками отмечены
границы насыщенной зоны в кольце, возбуждае�
мом источником питания, при различных значени�

ях безразмерного транспортного тока ( /*J J Jc= ,

где Jc – критический ток сверхпроводника).
Сплошными линиями показаны границы, рассчи�
танные для прямолинейного сверхпроводника того
же сечения, возбуждаемого совместным воздейст�
вием источника питания и переменного внешнего
магнитного поля, пропорционального транспорт�
ному току B k Jf f= - b . При этом эффективный ко�
эффициент пропорциональности k f выбирался из
условия равенства координат предельного контура
в сечениях прямолинейного сверхпроводника и
кольца (предельным называется контур, в который
вырождается граница насыщенной зоны в момент,
когда она захватывает все сечение сверхпроводни�
ка). Таким образом, k f = const для каждого из ри�
сунков и зависит только от безразмерных характе�
ристик кольца a= d a/ и g= b a/ . Представленные

картины типичны для широкого диапазона измене�
ния a и g. В частности, при g£1 и a ³ 5 совпадение
границ идеально. По мере уменьшения a и увели�
чения g различие нарастает. Однако для малых зна�
чений g оно остается приемлемым вплоть до a= 1,
т.е. вплоть до полного исчезновения апертуры
кольца. Это обстоятельство позволило построить
методику расчета электротехнических характери�
стик кольца, основываясь на соотношениях, полу�
ченных для прямолинейного сверхпроводника, т.е.
путем незначительной модификации базового спи�
ска формул, представленного в [1] или в приложе�
нии к [4].

Представим сверхпроводящее кольцо как пря�
молинейный сверхпроводник длиной l d= p , поме�
щенный в переменное магнитное поле, создавае�
мое фиктивным источником, имитирующим собст�
венное поле кольца напряженностью B f . Эта на�
пряженность поля, естественно, пропорциональна
току кольца, и в силу симметрии ее вектор направ�
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Рис. 1. Границы насыщенной зоны в поперечном сечении
сверхпроводника эллиптического сечения с g= 05, : a – a = 5; б
– a = 2. Точки – границы для кольца, возбуждаемого источни�
ком питания (x = 0 при r = -( )/d a 2, ось кольца – слева);
сплошные линии – для прямолинейного сверхпроводника в
эффективном внешнем поле B f . Параметр границ J J J* /= c.

� – J* ,= 01;� – J* ,= 03; D– J* ,= 05; � – J* ,= 0 7; � – J* ,= 0 9
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лен вдоль оси z. Поэтому связь между B f и J мож�
но описать (1а) при sin( )j = - 1 как

B k Jf f= - b , (3)

где размерный коэффициент b задан (2).
Активные потери в сверхпроводнике зависят

только от распределения экранирующих токов. По�
этому для расчета q и P можно использовать соот�
ветствующие формулы [4] без какой�либо модифи�
кации:

q L nJ I Ii= + + +c
2 22 1[ ln( ) ( )]e e e d ; (4)

P L J dJ dt I Ii c= - -/ ( ln( ))3 2 22d e . (5)

Здесь (в соответствии с [4]) I J J nJm= - / c ;

e= -1 I ; Li – внутренняя индуктивность сверхпро�
водника эллиптического поперечного сечения, а
при расчете безразмерного коэффициента d (по�
скольку фиктивное поле имеет только z�компонен�
ту) принимается sin( )j = - 1:

L
l

i =
m
p
0

8
, d

g
=

+

4

1

2k f
. (6)

Параметр n позволяет использовать формулы
для расчета двух режимов: n= 1 в случае первона�
чального возбуждения (когда экранирующие токи
вне пределов насыщенной зоны отсутствуют) и
n= 2 при циклическом изменении тока (в этом слу�
чае в ненасыщенной зоне сохраняются реликтовые
токи – токи, наведенные в предыдущем полуцик�
ле). При первоначальном возбуждении следует по�
лагать Jm = 0, при циклическом изменении тока Jm
– экстремальное значение тока, наведенное в пре�
дыдущем полуцикле. Формула (4), как и все после�
дующие соотношения для интегральных характери�
стик, определяет значение потерь при изменении I
от 0 до текущего значения. При необходимости
рассчитать интегральную характеристику для уча�
стка изменения тока от J1 до J2 следует использо�
вать равенство S J J S J S J( , ) ( ) ( )1 2 2 1- - , где S J( ) –
соответствующая интегральная характеристика.

Согласно определению [5] напряжение на
сверхпроводящем объекте, возбуждаемом только
источником питания, выражается через дифферен�
циальную индуктивность объекта формулой

U L
dJ

dtd= . (7)

Это определение в нашем случае остается в
силе. Однако в принятой расчетной схеме кольцо
рассматривается как прямолинейный сверхпровод�
ник, помещенный во внешнее поле напряженно�
стью B f . Поэтому напряжение на кольце должно
быть равно сумме напряжений прямолинейного
сверхпроводника и напряжения фиктивного источ�

ника поля. Используя для расчета этих слагаемых
формулы (П�10) и (П�13) статьи [4] и приравнивая
полученное значение U к правой части (7), полу�
чим формулу для вычисления дифференциальной
индуктивности кольца:

L L L Id i= - + + -0 1 2 2 1 3[ ln ( )]e d . (8)

В этом соотношении (как и во всех последую�
щих) в качестве L0 используется индуктивность не�
сверхпроводящего кольца при низкой частоте, т.е.
индуктивность, вычисленная при условии равно�
мерного распределения тока по его сечению. Эта
величина может быть определена методами тради�
ционной электротехники как численно, так и с по�
мощью приближенных аналитических соотноше�
ний. В расчетах использовалась формула [8]:
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Мощность источника питания, равна

W UJ L J
dJ

dtd= = . (10)

Интегрируя по времени U и W , получаем:

F U i cL J L J I I I= + + + -0 2 3 2[ ln( ) ( )]e e d ; (11)

A L J L J I I I IU i= + - + + -0
2 2 22 1 2 1/ [( )ln( ) ( )]c

2 e d . (12)

Собственная магнитная энергия кольца равна

E E A qm m U= + -0 , (13)

где Em0 – собственная магнитная энергия кольца в
начале рассчитываемого полуцикла (в случае пер�
воначального возбуждения Em0 0= ).

Формулу для вычисления магнитного момента
кольца m проще получить непосредственным ин�
тегрированием. В силу симметрии m имеет только
z�компоненту, равную

m j dS dSC N= -ò ò2p r r[ ].

Здесь первый интеграл берется по всей площади
сечения кольца SC , второй – по площади ненасы�
щенной зоны SN . Учитывая, что согласно [1] не�
насыщенная зона в прямолинейном сверхпровод�
нике представляет собой эллипс с осями
a a IN = -1 , b b IN = -1 и центром в точке с коор�

динатами r 0 2 0 5= +d akI/ , , z0 0= , получаем:

m m n
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В случае первоначального возбуждения началь�
ный магнитный момент m0 0= , при расчете цикли�
ческого процесса m0 – значение магнитного мо�
мента в начале рассчитываемого полуцикла. Нако�
нец, функция sgn принимает значения +1 или –1 в
соответствии со знаком производной от тока по
времени.

Поскольку собственная магнитная энергия
кольца найдена (13), в вычислении его абсолютной
статической индуктивности нет необходимости.
Однако для полноты картины можно записать

L E JSA m a= 2 2/ , (15)

где Ja – абсолютный ток кольца (согласно опреде�
лению, данному в [5], при первоначальном возбуж�
дении J Ja= , а в циклическом процессе J Ja m= ).

Остается найти способ вычисления коэффици�
ента k f , определяющего значение эффективного
магнитного поля. Из (8) следует, что при I = 0 диф�
ференциальная индуктивность кольца равна:

L I L
d

d f( ) ( )= = - +0
8

1 20
0m

d .

С другой стороны, это же значение должно рав�
няться индуктивности несверхпроводящего кольца
при условии протекания тока только по его по�
верхности, т.е. индуктивности несверхпроводящего
кольца при высокой частоте L f . Для расчета этой
величины, как и для вычисления L0, существует
множество соотношений. Мы используем выраже�
ние из [1]:
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Приравнивая эти значения, получаем:

d
mf

fL L

d
=

-
-

4 1

2

0

0

( )
; k f f= +0 5 1, ( )d g . (17)

Эти соотношения замыкают методику расче�
та: по формулам (9), (16), (17) и (6) вычисля�
ются постоянные процесса возбуждения (т.е. ве�
личины, не зависящие от тока) L0, L f , d f , k f ,
Li и далее по (4), (5), (8), (7), (10)–(15) рас�
считываются все электротехнические характери�
стики.

На рис. 2 в качестве примера сравниваются дан�
ные вычислений по изложенной выше методике с
результатами численных расчетов, выполненных по
программе [7]. Погрешность численных расчетов
не превышает 0,1%, поэтому при сравнении они
рассматривались как точные. Результаты расчетов
для прямолинейного сверхпроводника практически
располагаются на нижней кривой. Это означает,

что при вычислении P и q (но не других характери�
стик!) в случае a ³ 25 влиянием радиуса кривизны
можно пренебречь. Однако уже при a= 5 такое пре�
небрежение привело бы к погрешности от 60%
(при малых значениях тока) до 25% (при J J= c). В
предельном случае, когда апертура кольца исчезает
полностью (при a= 1), ошибка превысила бы 300%.
В то же время, погрешность рассматриваемой ме�
тодики на большинстве представленных кривых
практически не заметна.

Подробное исследование возможностей методи�
ки проводилось в диапазоне изменения геометрии
кольца 01 10, £ £g и 15 50, £ £a . Для каждой характе�
ристики Y вычислялась функция погрешности:

F
Y Y

YY
E C

E
=

-
, (18)

где YC и YE – соответственно значения характери�
стики, рассчитанной численно и аналитически.

Результаты анализа приведены в табл. 1, где
даны минимальное (в числителе) и максимальное
(в знаменателе) значения функции погрешности в
процентах (F FY Y,%= 100). В процессе расчетов вы�
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Рис. 2. Зависимость безразмерных гистерезисных потерь от
безразмерного тока при первоначальном возбуждении кольца
эллиптического поперечного сечения: g= 05, ; q q dJ* /= m p0 c

2;

J J J* /= c. Сплошные линии – данные по методике простого

расчета, точки – численный расчет: � – a = 1; � – a = 2; D –
a = 3; � – a = 5; � – a = 25



яснилось, что погрешность изменяется приблизи�
тельно обратно пропорционально величине d c/ ,
где c – наибольшая ось эллипса. Поэтому для g£1
результаты представлены в зависимости от a, а для
g> 1 – в зависимости от отношения a g/ . В обоих
случаях погрешность быстро снижается с увеличе�
нием выбранного геометрического параметра. Од�
нако относительно соотношения размеров аперту�
ры кольца и его толщины ситуация различна: если
при g£1 погрешность остается приемлемой практи�
чески во всем диапазоне значений a, то при g> 1
приемлемый для расчетов диапазон изменения a
значительно сокращается с увеличением g. Отме�
тим также, что указание в таблице минимального и
максимального значений погрешности позволяет
увеличить точность расчетов, если эти значения
несимметричны относительно нуля. Для этого дос�
таточно результат расчета характеристики Y умно�
жить на коэффициент 1- FY , где FY равно полу�

сумме минимальной и максимальной погрешно�
стей. Можно видеть, что погрешность уточненного
таким образом значения не может выходить за пре�
делы диапазона ± -( ) /max minF F 2.

Основная причина погрешности методики со�
стоит в неточности формул расчета L0 и L f , кото�
рая становится особенно существенной при боль�
ших значениях g. Например, при a= 15, значение L0
становится отрицательным уже при g> 3 7, . Естест�
венно, что расчет, основанный на таком результа�
те, теряет смысл. Второй по значимости причиной
погрешности является отклонение границы насы�
щенной зоны от эллиптической, которое возраста�
ет по мере уменьшения a. Сравнение рис. 1,a и б
иллюстрирует эту особенность. Наконец третья,
наименее существенная, причина состоит в том,
что при малых значениях отношения a g/ расчет�
ное эффективное значение напряженности поля
выходит за пределы применимости базовых формул
[4] (соотношения для расчета характеристик пря�
молинейного сверхпроводника аналитически точ�
ны при условии k £ 0 5, ). Методика, рассмотренная в
следующем разделе, практически полностью устра�
няет первую из перечисленных причин и в значи�
тельной степени компенсирует вторую. Хотя при
расчете по этой методике требуется несколько
больший объем вычислений, здесь возможно рас�
ширить диапазон геометрий колец, доступных для
расчета с достаточной точностью.
Уточненный расчет. При уточненном расчете

формулы вычисления электротехнических характе�
ристик остаются прежними. Новые соотношения
используются только при вычислении величин L0,
Li , k f . Такие соотношения были получены путем
аппроксимации численных расчетов, проведенных
для интервала значений 01 10, £ £g , 15 50, £ £a . Заме�

тим, что поскольку аппроксимационный подход не
содержит физической основы, применение уточ�
ненного метода вне этого диапазона может привес�
ти к серьезным ошибкам.

Значение L0 вычисляется по (9). Однако под�
ставляемая в эту формулу величина z рассчитывает�
ся следующим образом:

z
n

=
+

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ln

16

1

a

g
, (19)

где n
a b

c= + + +
a a2

103, , а коэффициенты a, b, c рав�

ны:

при 01 1, £ £g a= - -0 4 0 36 0112, , ,g g ,

b= - + -0 86 0 88 0 532, , ,g g , c= 0;

при 1 10£ £g a= -0 0833 0 36, ,g ,

b= - -0 0015 01037 0 27242, , ,g g ;

c= - - - -( ) [ , ( , ) , ]exp( )a g a1 0 008 7 5 0 066 2 23 2 .

Погрешность такого расчета для 01 1, £ £g в ин�
тервале значений 15 5, £ £a не превышает 0,5%, а
при a > 5 становится меньшей 0,06%. Для 1 10£ £g в
интервале 15 3, £ £a максимальная погрешность со�
ставляет 3%, а при a > 3 не превышает 1%. Напом�
ним, что значение L0 равно индуктивности не�
сверхпроводящего кольца в приближении низкой
частоты. Поэтому аппроксимация (19) может бать
полезна и для обычных электротехнических расче�
тов.

С целью учета деформации границы насыщен�
ной зоны по сравнению с эллиптической величина
Li предполагается зависящей от безразмерного
тока:

L L L I Ii i i= + -0 0
2 24 0 5[ ( , ) ]D , (20)

где Li0 рассчитывается по формулам:
при 01 1, £ £g Li0 013 1 0 011 0 06= + + - +, ( ) / , ( ) ,g a g ;

при 1 10£ £g Li
n

0 0 26 0 06= +( , / , )a g ,

n= - + - +0 79 0 95 012 0 253 2, / , / , / ,a a a .

Для расчета DLi используется аппроксимация:

DL zi = + +0 25 0 064, / , /a a , (21)

где
при 01 1, £ £g z= -0 0012 1 6, ( )exp( / )g a ;
при 1 10£ £g
z= - +ln( ) / ( , / , / )ln ( )g a a a g0 033 0 00552 2 .

Наконец k f вычисляется по формулам:
при 01 1, £ £g
k f = + + - +0 72 0 056 0 31 0 35 0 092, / ( , , / , / ) ,a g a a ;

при 1 10£ £g k f = + -ln( )[ , , ln( )g a0 015 0 09
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- - +0 009 0 28 0 782, ln ( )] , ln( ) ,a a .

Сравнение погрешностей уточненного расчета и
расчета методом предыдущего раздела иллюстриру�
ется рис. 3. При использовании обоих методов по�
грешность уменьшается с ростом a. Однако в вари�
анте уточненного расчета уменьшение происходит
значительно быстрее. Зависимости, представлен�
ные на рис. 3,а, типичны для всех функций по�
грешности при g> 1. Исключение составляют по�

грешности для характеристик P и q. Последние в
меньшей степени зависят от точности расчета L0 и
в большей – от деформации границы насыщенной
зоны. Поэтому эффект перехода к уточненному ме�
тоду расчета оказывается менее существенным
(рис. 3,б).

Результаты сравнения численных расчетов с
расчетами уточненным методом приведены в
табл. 2. Ориентируясь на данные табл. 1 и 2, можно
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Рис. 3. Функции погрешности для кольца эллиптического сечения: J J J* /= c, g= 3, светлые и затемненные

точки – данные простого и уточненного расчетов: � – a = 15, ; D– a = 2; � – a = 3; � – a = 5

Таблица 1

Значения
характеристик

геометрии кольца

Погрешности (FY , %) расчета электротехнических характеристик по методике простого расчета

LSA Ld , WU m FU AU Q P

a при 01 1, £ £g

1,5 0/12 �14/12 �7/28 �7/12 �9/12 �18/13 �22/13

2 0/4 �9/6 �4/13 �4/4 �6/5 �14/14 �17/14

3 �1,5/1,5 �5/3 �2/5 �2/2 �3/3 �9/16 �14/14

5 �0,5/0,5 �2/2 �1,5/1,5 �0,5/0,5 �1/1 �5/8 �9/9

7,5 �0,1/0,1 �1/1 �0,5/0,5 �0,2/0,2 �0,5/0,5 �3/3 �3/3

a g/ при 1 10£ £g

1,5 �14/�6 �14/0 4/11 �14/�5 �14/�5 �11/15 �13/13

2 �5/�2 �5/�1 0/5 0/�5 �5/�1 �5/8 �8/8

2,5 �4/0 �4/0 4/0 �4/4 �4/�1 �8/8 �8/8

3 �2/0 �2/0 2/0 �2/0 �1,6/0 �5/5 �6/6

3,5 �1,5/0 �2/0 �1,5/0 �1,5/1,5 �1,5/1,5 �4/4 �4/4



выбрать оптимальный метод расчета и получить
достаточную для практики точность во всем иссле�
дованном диапазоне геометрий кольца – a ³ 15, ,
01 10, £ £g . Напомним, что при значениях a, выхо�
дящих за пределы указанных в табл. 1 и 2, следует
использовать методику простого расчета, посколь�
ку она имеет физическую основу и поэтому точнее
описывает предельный переход при a ® ¥ .
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Таблица 2

Значения
характеристик
геометрии
кольца

Погрешности (FY , %) расчета электротехнических характеристик по уточненной методике

LSA Ld , WU m FU AU Q P

a при 01 10, £ £g

1,5 �6/ 9 �9/9 �9/5 �6/9 �6/9 0/12 �12/12

2 �3/5 �8/3 �1/3 0/5 �2/6 �6/8 �16/4

3 �1/4 �7/2 �1,5/1,5 �1/5 �3/5 �7/7 �12/8

5 �1/2,5 �6/3 �1,5/1 0/3 �1/3 �6/6 �12/10

7,5 0/2,5 �3/3 �1,2/0 0/2,5 �0,3/2,6 �3/8 �12/8

10 0/2 �3/3 �1,2/0 0/2 0/2 �4/10 �10/8

25 �3/0 �2/2 �0,8/0,8 �1,5/1 �1,5/2 �1/11 0/12
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